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Resumo

O posicionamento dos objectos no mundo é uma das informacoes necessarias ao
nosso quotidiano. A drea da visao por computador pode fornecer esta informacao a
partir de imagens. A dissertacao aqui apresentada insere-se neste dominio.

Entre a multiplicidade de formas de recuperacao daquela informacao pretende-
se, com este trabalho, estudar apenas o problema da reconstrucao euclidiana tridi-
mensional. Para atingir esse proposito, o trabalho parte de imagens captadas, sem
qualquer outro conhecimento ou informacao quanto a sua captacao, e apoia-se no
potencial das superficies reflectoras planares. Posteriormente, para melhorar os re-
sultados passa a usar imagens calibradas, captadas de multiplos pontos de vista.

O desenrolar de todo o trabalho assenta no desenvolvimento de trés metodologias
de recuperacao. Duas delas partem da aquisicao de imagens com o auxilio de uma
unica camara e de um conjunto de espelhos, verificando-se que com a ajuda dos es-
pelhos se consegue simular qualquer configuragao multi-ocular. O passo seguinte, em
ambas essas metodologias, e que é, de resto, fundamental para a generalidade dos
métodos de reconstrugao, é o da correspondéncia entre imagens. Nesta fase as duas
metodologias diferem pois uma delas executa este passo da forma ” classica” , enquanto
que a outra ¢é inovadora no processo seguido. Nesta tultima, o processo parte do tra-
balho de Sameer [Sameer 98] e, com a ajuda dos espelhos, mostra que basta usar
as projeccoes de apenas dois pontos tridimensionais, bem como das suas reflexdes,
para obter os epipolos nas imagens. A partir dai calcula a matriz fundamental e uma
homografia, as quais relacionam as imagens. A fase seguinte é a da abordagem da de-
terminacao da métrica euclidiana. Aqui, as duas metodologias recorrem a interseccao

dos raios projectivos (triangulacdo). A diferenga estd em que uma delas vai buscar
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a matriz fundamental os parametros necessarios a essa intersecgao, enquanto que a
outra metodologia simplifica o problema, recorrendo novamente aos espelhos. Depois
da comprovagao geométrica e matematica de ambas as metodologias, apresentam-se,
finalmente, os resultados da sua aplicagao. Da analise destes resultados conclui-se que
uma das metodologias é sensivel ao ruido. A outra metodologia consegue melhores
resultados apresentando, porém, algumas limitacoes.

A terceira metodologia surge como forma de ultrapassar estas limitacoes. Para
isso, na fase da determinacao da métrica euclidiana, substitui a triangulacao por um
processo de escavagdo do espago tridimensional (space carving). Embora promete-
dores, os resultados obtidos nao reconstroem perfeitamente a cena, devido ao es-
casso numero de imagens resultante da utilizagao do sistema de aquisi¢ao usado na
metodologia anterior. Verificada esta situagao, a terceira metodologia abandona o
esquema de captacdo de imagens utilizada até entdo (uma camara e um conjunto de
espelhos), passando a usar multiplas imagens, captadas de diferentes pontos de vista.
Depois de calibradas as imagens, a sua utilizagao no processo de escavacao do espago

tridimensional gera resultados extremamente satisfatorios.



Abstract

The positioning of the objects in the world is an information we need every day.
The computer vision area can give us this information through the images. This essay
can be included in this domain.

Among the multiplicity of processes to recover that kind of information, we se-
lected to study only the problem of the Euclidean tridimensional reconstruction. To
achieve this purpose we used planar reflecting surfaces and images without any other
information concerning its acquisition. Subsequently, to improve the results, we use
calibrated images, collected from several viewpoints.

The unfold of all the study is based on the development of three recovery method-
ologies. The images in two of that methodologies are acquired with, only, one camera
and a set of mirrors. This acquisition system allows the simulation of any multi-ocular
configuration. The next step for both methodologies was the correspondence between
images, which is essential to many reconstruction methods. In this phase, these two
methodologies differ because one of them carries out this step in a ”classic” way and
the other innovates. This innovation is based on Sameer’s work [Sameer 98] and,
with the help of the mirrors, it shows that it is enough to use the projections of only
two tridimensional points and its reflection, in order to obtain the epipoles in the
images. Then, computes the fundamental matrix and one homography, which relates
the images. The next phase focus the Euclidean metric determination. Here, both
methodologies use the intersection of projective rays (triangulation). The difference
between them is that one obtain the necessary parameters from the fundamental ma-
trix and the other uses the mirrors again to simplify the problem. After the geometric

and mathematical confirmation of both methodologies, the results of its application
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are finally presented. From the analysis of those results, we can conclude that one of
the methodologies is noise sensitive. In spite of its limitations, the other methodology
achieve better results.

To overcame those limitations we introduced the third methodology. In the Eu-
clidean metric determination phase, it replaces the triangulation by the space carving
process. Although promising, the obtained results don’t reconstruct perfectly the
scene, due to the short number of images resulting from the utilization of acquisi-
tion system used in the prior methodology. Being verified this situation, the third
methodology leaves the acquisition system used so far (a camera and a set of mir-
rors), substituing the set of mirrors by multiple cameras. After the calibration of
the images (captured from different viewpoints), its utilization in the space carving

process generates most satisfactory results.
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Capitulo 1
Introducao

Este capitulo tem como objectivos a apresentacao do trabalho a ser desenvolvido
ao longo da presente dissertacao e o seu enquadramento na area de investigagao corre-
spondente. Na primeira seccao, a énfase é colocada no enquadramento e na definicao
do problema que se procurard resolver. A segunda seccao destina-se a uma revisao
da literatura relativa aos principais contributos para a solucao daquele problema e
a apresentacao do caminho seguido nesta dissertacao. O capitulo termina com uma

terceira, e ultima, secgao, dedicada a estrutura da dissertacao.

1.1 Enquadramento do trabalho e insercao do pro-

blema

A visao é de primordial importancia na percepcao humana e, por isso, tem sido
estudada ao longo da histéria. Por volta de 1960, emergiu uma area de investigagao
auténoma, denominada visao por computador, cujo principal objectivo era a criacao
de maquinas com capacidades sensoriais para realizarem tarefas quase sem a inter-
vencao humana. Desde entao, esta drea, composta por varios campos de pesquisa,
nomeadamente o processamento e andlise de imagens e o reconhecimento de formas,
padroes e objectos, tem sofrido um progresso extraordinario. Algumas das justi-

ficagoes que podem ser apontadas para esse desenvolvimento sao o aparecimento do
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computador digital aplicado ao processamento de imagem, os avangos tecnolégicos
e funcionais dos sensores que captam a informacao relativa a cena e, também, as
técnicas e equipamentos especializados no processamento dessa informagao.

Apesar de ja se conhecerem os principios nos quais se baseavam algumas dessas
técnicas, s6 na década de 70 se reconheceu a importancia desta area. A partir dessa
altura, foram muitos os sistemas desenvolvidos nesta area, sendo as imagens da su-
perficie da terra, tiradas a grande altitude, as imagens radioldgicas e as imagens de
documentos, disso exemplo. No entanto, estes sistemas nao abordavam o aspecto
da determinacao de parametros tridimensionais. Assim, a visdo por computador
desenvolveu-se, nomeadamente, no sentido de solucionar esta limitacao.

Com a abertura a tridimensionalidade apareceram novas técnicas que, directa
ou indirectamente, permitiram retirar das imagens mais informacao, como o con-
hecimento de posicoes tridimensionais relativas a um determinado referencial ou ori-
entacoes locais das superficies captadas nas imagens. Com estes avancos foram criados
novos métodos para a execucao de tarefas, onde a intervencao humana se foi min-
imizando. A industria foi um dos sectores que mais beneficiou com estes avancos,
ja que tarefas como o transporte, a localizacao, a inspeccao ou o reconhecimento de
objectos, em geral, puderam ser executadas por maquinas, reduzindo a probabilidade
de erro ou até diminuindo o perigo, por motivos como o cansaco ou a distraccao.

Resumidamente, pode dizer-se que um dos principais objectivos da visao por com-
putador é a inferéncia de informacao tridimensional de uma cena, pela analise de
imagens dessa cena e da informagao envolvida aquando da sua captagao. Este pro-
cedimento de inferéncia, que se designa por reconstrucao tridimensional, pode ser
descrito de forma sintética como se segue. A informacao é captada pelos sensores,
tomando a forma fisica de imagens. Tendo-as como base, e conhecendo as carac-
teristicas dos sensores, bem como a geometria envolvida no sistema sensores-cena
3D, torna-se possivel obter a informagao sobre a estrutura geométrica contida nas
imagens, como por exemplo a distancia de pontos tridimensionais a um determinado
referencial (ou as coordenadas tridimensionais dos pontos) e as orientagoes locais das
superficies pertencentes a cena 3D. Quando, neste processo, nao é executada nen-

huma calibragao aos sensores para obter as suas caracteristicas internas (por exemplo
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distancia focal), diz-se que é feito com base em imagens nao calibradas.

Na falta de qualquer tipo de informagao a priori, um ponto da imagem corresponde
a uma infinidade de pontos da cena do mundo 3D. Assim, a reconstrucao tridimen-
sional de uma cena do mundo 3D a partir de uma tinica imagem, sem mais nenhum
outro tipo de informacoes, é teoricamente impossivel. Portanto, sao necessérias pelo
menos duas imagens, obtidas de pontos de vista diferentes, para a obtencao de alguma
informacao tridimensional. No entanto, este facto sé é totalmente correcto quando,
entre esses dois pontos de vista existe, pelo menos, uma translacao.

A reconstrucao tridimensional de um conjunto de pontos de uma cena do mundo
3D, sem qualquer ligagao ao modelo da camara utilizada na captagao das imagens,
subdivide-se nos seguintes tipos: reconstrugao projectiva, reconstrucao afim e re-
construcao euclidiana. A reconstrugao projectiva é definida a menos de uma trans-
formacao projectiva e a informagao obtida nao contém o conhecimento sobre angulos,
distancias ou paralelismos [Mundy 92][Rothwell 95]. A reconstrugao afim é definida
a menos de uma transformacao afim e a informagcao obtida contém o conhecimento
sobre as elagoes entre distancias e paralelismos [Zhang 97]. A reconstrucao euclidi-
ana ¢ definida a menos de uma semelhanga e, em termos de informacao obtida, ¢ a
mais rica de todas. Ela contém informacoes que o homem habitualmente manipula
[Devernay 95].

Sem se especificar o tipo de reconstrucao, a expressao reconstrugao tridimensional
é genérica e diz respeito as trés reconstrugoes citadas anteriormente. Por abuso de
linguagem, os termos reconstrucgao e estrutura sao por vezes utilizados para designar
a reconstrucao tridimensional.

Ao longo desta dissertacao, o problema que se procurara resolver é o da recu-

peracao euclidiana de informacao tridimensional, contida em imagens.

1.2 Resolucao do problema

Os estudos sobre a reconstrucao tridimensional tém dado origem a uma vasta

série de técnicas de aquisicao de informacao tridimensional, nomeadamente técnicas
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baseadas no principio da triangulacao ou em imagens monoculares, técnicas de Moiré,
técnicas de deteccao de ecos e técnicas baseadas no principio da escavacao do espago
tridimensional. Exemplos de algumas destas técnicas podem ser vistas, nomeada-
mente, em [Dias 94|, [Silva 94], [Wong 01] e [Kutulakos 99].

Ja que todas as técnicas tém vantagens e desvantagens, a sua escolha depende
da aplicacao, da precisao ou da resolucao. Neste trabalho usar-se-ao apenas técnicas
baseadas no principio da triangulacao, mais especificamente, as técnicas de estereo-
scopia passiva e técnicas baseadas na escavagao do espago tridimensional.

O principio da triangulagao [Hartley 95a] estd presente sempre que se estabelece
a correspondéncia entre pontos de diferentes imagens, que sao a projeccao do mesmo
ponto da cena, e se determina o ponto de interseccao das rectas, formadas por cada
uma das correspondéncias e pelos respectivos centros opticos, a fim de se conseguir as
coordenadas tridimensionais do ponto da cena. As técnicas baseadas neste principio
tém que adquirir pelo menos duas imagens da cena, a partir de posicoes diferentes,
ou adquirir no minimo uma imagem da cena, a qual capta também a projeccao de
um padrao de luz sobre a cena, cujo centro de projeccao é conhecido.

Além da técnica de estereoscopia passiva, encaixam-se no grupo das técnicas
baseadas no principio da triangulagao as técnicas estereoscépicas activas e as técnicas
baseadas em sombras. A diferenca entre as técnicas passivas e activas esta no facto
das primeiras utilizarem apenas a luz ambiente para iluminar a cena a captar, en-
quanto que as segundas sao caracterizadas pela projeccao directa de luz ou ultrasons
sobre a cena.

A maior parte da investigacao relacionada com a estereovisao tem sido dedicada ao
problema da correspondéncia entre os pontos das imagens. O processo de obtengao
de correspondeéncias inicia-se com a deteccao, para cada imagem, de pontos carac-
teristicos, ou seja, pontos que, por alguma razao, se destacam dos outros pontos da
imagem (como exemplo temos vértices e pontos pertencentes as arestas e as orlas dos
objectos). Depois, efectua-se a correspondéncia local entre as imagens, isto é, tenta-
se encontrar os pontos nas imagens que constituem a projeccao do mesmo ponto
tridimensional. Por fim tenta-se, retirar todas as falsas correspondéncias.

A técnica de estereoscopia passiva tem como vantagem a sua aplicabilidade a um
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grande numero de situacoes, nao precisando de equipamentos especiais nem de uma
elevada capacidade de processamento computacional.

Por seu lado, o principio da escavacao do espaco tridimensional baseia-se na ideia
de que qualquer cena tridimensional pode ser representada volumetricamente através
de agregacoes de primitivas elementares, vulgarmente conhecidas como vozels ou piz-
els 3D [Kutulakos 99] [Wong 01]. Cada wozel representa um pequeno volume do
espago tridimensional, podendo estar ocupado (ou nao) e reter caracteristicas corre-
spondentes as propriedades fisicas da cena nesse volume elementar.

A aplicacao deste principio comega por definir o espago volumétrico que envolve
toda a cena a reconstruir, e, em cada iteracao do processo de escavagao, esse espaco
volumétrico vai sendo reduzido até se obter as superficies pretendidas. A reducao
é feita através da eliminacao de wvozels que nao sao consistentes com as imagens
captadas. Assim, no resultado final da reconstrucao todos os pontos dentro do espaco
volumétrico obtido sao consistentes com essas imagens. Um ponto tridimensional,
pertencente ao espaco volumétrico, é consistente com um ponto numa imagem se a
sua cor resultar da radiacao do ponto tridimensional [Kutulakos 99]. Isto s6 é valido
para modelos de reflexao que sao calculados localmente. Para evitar o calculo dos
modelos de luz envolvidos na captacao das imagens, o teste de consisténcia pode ser
feito verificando se a projeccao do ponto 3D, do espaco volumétrico, esta delimitada
pelas silhuetas da cena em todas as imagens [Wong 01]. Optou-se, nesta dissertagao,
pelo teste de consisténcia dos vozels baseado nas silhuetas, sempre que se usar este
principio.

As silhuetas (ou contornos) sao, muitas vezes, uma caracteristica dominante nas
imagens e podem ser extraidas com relativa facilidade. Fornecem informacgoes impor-
tantes no que diz respeito a forma dos objecto e sao, de facto, a tnica informagcao
disponivel no que toca a superficies suaves quase sem textura [Wong 01]. No entanto,
a correspondéncia entre pontos de varias silhuetas nao é uma dessas informacoes,
devido a sua dependéncia dos centros épticos.

E possivel configurar geometricamente o sistema de aquisicao de diferentes manei-
ras. Uma das configuragoes geométricas mais populares consiste em colocar todas as

camaras, que se estao a usar, paralelas entre si, fazendo com que os seus respectivos
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planos imagem pertencam a um mesmo plano (geometria fronto-paralela). Esta con-
figuragao facilita as correspondéncias entre pontos das imagens. Outra configuracgao
coloca as camaras em posicoes nao coplanares, apesar de estarem a olhar para a
mesma cena do mundo 3D. Esta tltima configuracao é considerada como o caso geral
para todas as configuracoes possiveis. Existe ainda uma configuracao intermédia, na
qual se mantém as camaras no mesmo plano, mas com os eixos Opticos a conver-
gir para um mesmo ponto da cena 3D. A este ponto tridimensional, onde todos os
eixos Opticos se cruzam, chama-se ponto de fixacao, e a sua projeccao devera estar na
mesma posicao em ambas as imagens. Esta geometria pode vir a ser explorada com
éxito em sistemas de visdo activa, para reconstrucao tridimensional [Francisco 94]
[Almeida 99].

Tal como ja foi referido, este trabalho ird usar o principio da estereovisao passiva e
o principio da escavacao do espaco tridimensional, baseado em silhuetas. No entanto,
nao se pretende que esta dissertacao seja mais um estudo sobre estas técnicas, mas
sim uma descrigao sobre a criagao de sistemas praticos, que usam estas técnicas
para solucionar o problema da reconstrucao tridimensional. Outra ideia que se quis
explorar neste trabalho foi a dos sistemas catadiéptricos [Hecht 74], capazes de simular
multi-ocularidade.

O uso de sistemas de visao catadidptricos é um campo que estd a ganhar cada
vez mais importancia na area de visao computacional. Estes sistemas resultam da
utilizagdo combinada de imagens refractadas (obtidas através do uso de lentes) e de
imagens reflectidas (obtidas através do uso de espelhos), onde as lentes e os espelhos
estao posicionados em cuidadas configuragoes, de forma a capturar o maior campo de
visao possivel.

Os sistemas catadioptricos ultrapassam a limitagao do campo de visao dos sistemas
convencionais de aquisi¢ao, permitindo colocar numa unica imagem, sincronizada,
toda a informacao que sé seria possivel adquirir através do uso de varias camaras.
No que se refere ao aumento do campo de visao, fundamental nos processos de recon-
strugao tridimensional, sao varios os autores que o demonstraram, como por exemplo
[Rees 70] [Nayar 88] [Goshtasby 93]. Outro ponto importante a favor destes sistemas

é o da facilidade com que se pode fazer com que eles possuam um tnico centro de
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projecgao [Baker 98] [Sameer 98]. Esta vantagem é bastante importante, pois permite
capturar imagens com um modelo de perspectiva tinico. As imagens daqui resultantes
podem ser processadas normalmente como se fossem, todas elas, obtidas por diver-
sas camaras com parametros iguais (tais como as lentes e sua distor¢ao, o CCD, a
focagem, a resposta espectral, a sincronizacao da captura, o controlo automatico do
ganho, o tamanho dos pontos, etc). Para além disso, estes sistemas permitem uma
reducao dos custos, através da substituicao das camaras por espelhos.

Como é ébvio, poderao ser utilizados em sistemas catadidéptricos véarias camaras e
espelhos, estes com formas diferentes. No entanto, este trabalho ira limitar-se, no que
diz respeito aos sistemas catadidptricos, ao uso de uma inica camara e um conjunto

de espelhos planares.

1.2.1 Trabalhos relacionados

O problema da reconstrucao tridimensional pode ser resolvido, classicamente, em
duas etapas: calibrando os sensores e reconstruindo a cena. A calibracdo de um
sensor é um processo delicado, que precisa de utilizar pontos conhecidos no espago
tridimensional para obter as suas caracteristicas [Faugeras 87] [Dias 91] [Faugeras 92
[Dias 94] [Silva 94] [Batista 99]. No entanto, este processo nem sempre é de possivel
realizacao, o que acontece, por exemplo, quando a camara se encontra envolvida
em qualquer tipo de movimento. Mais recentemente, a recuperacao da estrutura
tridimensional de uma cena passou a ser feita numa 1inica etapa, evitando a calibracao
explicita dos sensores, ou seja, passou-se apenas a usar a informacao contida nas
imagens nao calibradas e o conhecimento da geometria dos sensores-cena 3D.

Quando os tnicos dados passiveis de utilizagao sao as observagoes nas imagens nao
calibradas, o problema da reconstrucao tridimensional torna-se complexo. No entanto,
se a questao da correspondéncia entre zonas nas duas imagens estiver resolvida, ¢é
diminuida a complexidade da reconstrucao.

Nos estudos realizados por Marr com imagens estéreo, a questao da correspon-
déncia ficou perfeitamente definida [Marr 76] [Marr 79]. As varias solugdes, que tém

sido propostas para obter uma boa correspondéncia entre imagens, distinguem-se
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pelo modo como realizam o teste de semelhanca entre as zonas nas duas imagens.
Assim, a correspondéncia pode ser realizada com base em zonas de grande intensi-
dade luminosa, correspondentes a arestas ou a contornos [Pollard 85], ou utilizando
regioes com caracteristicas idénticas [Wrobel 88]. A correspondéncia pode, no en-
tanto, ser facilitada através de restricoes geométricas, as quais devem obedecer as
posicoes das zonas correspondentes nas imagens. Essas restrigoes poderao ser gerais,
tal como a geometria epipolar [Zhang 96], ou entao particulares, tais como a restrigao
de fixagdo [Martins 98] ou as provocadas pela configuracao do sistema.

Em termos de resultados de reconstrugao sem calibracao da camara, os trabalhos
mais significativos que foram levados a cabo tém como ponto comum a utilizacao de
uma base de referéncia.

Um dos primeiros trabalhos deste tipo foi desenvolvido por Koenderink e Doorn
[Koenderink 89]. Estes autores mostraram que a reconstrugao tridimensional afim de
uma cena poderia ser calculada a partir de, pelo menos, duas imagens. Para isso foram
utilizados quatro pontos arbitrarios da cena (nao coplanares) como base de referéncia
afim, sendo a reconstrucao de todos os outros pontos calculada relativamente a esta
base.

Tomasi e Kanade [Tomasi 91] calcularam a estrutura tridimensional da cena e a
rotacao da camara. As disparidades dos pontos nas imagens foram primeiramente
colocadas sob a forma de uma matriz. Depois, utilizando a decomposicao em val-
ores singulares (SVD), definiram duas matrizes, uma contendo informagao sobre a
estrutura tridimensional e a outra contendo a informagao sobre a rotagao da camara.
Neste método, é necessario conhecer os parametros intrinsecos da camara, de forma
a obter uma reconstrucao tridimensional euclidiana da cena.

O trabalho proposto por Weinshall [Weinshall 93] consistiu em calcular, em pri-
meiro lugar, a reconstrucao tridimensional afim, através do método de Koenderink
e Doorn. De seguida, foi calculada a matriz de Gram (para quatro pontos da cena,
nao coplanares), a partir da qual foi extraida a reconstrugao euclidiana desses pontos.
Assim, este trabalho provou que se pode passar de uma estrutura tridimensional afim,
ja calculada, para uma euclidiana sem que seja necessario conhecer os parametros

intrinsecos da camara.
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Poelmam e Kanade [Poelman 94] propuseram uma variante ao método de Tomasi
e Kanade, na qual melhoraram a qualidade das reconstrugoes. Tal foi conseguido
devido ao facto de terem usado um melhor modelo para as camaras CCD, pois este
modelo permite registar as variagoes de profundidade, ou seja, a camara (ou a cena
3D) pode efectuar translagdes ao longo do eixo éptico.

Até aqui, faltava a todos estes trabalhos uma maior proximidade com a camara
real, em termos de modelos matematicos que a descrevem. Assim, o tratamento do
problema da reconstrucao de uma maneira mais correcta incitou varios investigadores
a abandonar a geometria afim, em beneficio da geometria projectiva.

Uma primeira aproximacao realista neste sentido tinha ja sido proposta por Sparr
[Sparr 91]. Neste trabalho o autor desenvolveu um descritor para a estrutura tridi-
mensional afim de um conjunto de pontos. Este descritor é independente da base
afim utilizada e das propriedades intrinsecas da estrutura 3D, e permite obter a re-
construcao afim relativa ao conjunto dos pontos. Para além disso, Sparr mostrou que
o descritor esta ligado a um modelo matematico que descreve a camara com muita
precisao. No entanto, o método apresentado por este trabalho sé é til quando é
requerida apenas informagao afim para uma dada aplicacao. A resolucao do sistema,
altamente nao linear, para se obter a reconstrucao continua a ser o maior problema,
limitando assim a sua utilizacao.

Mohr et al [Mohr 90] [Mohr 91] encontram-se entre os pioneiros na utilizagao das
propriedades da geometria projectiva com vista a evitar uma calibracao explicita da
camara. A sua aproximacgao baseou-se na reprojeccao dos pontos das imagens em dois
planos da cena, e na utilizacao da propriedade da invariancia das coordenadas pro-
jectivas. Seis pontos conhecidos da cena foram utilizados como pontos de referéncia,
sendo os outros reconstruidos em relagao aqueles.

Mais tarde, Faugeras [Faugeras 92| desenvolveu um método linear para a recon-
strugao projectiva, unicamente a partir de pontos correspondentes nas duas imagens.
Ele escolheu cinco pontos arbitrarios da cena (quatro a quatro nao coplanares) como
base projectiva, fazendo-lhes corresponder as coordenadas homogéneas (1,0,0,0),
(0,1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1) e (1,1,1,1). Gragas a esta escolha e a correspondéncia

entre as duas imagens, ficou sé com duas, das vinte e duas, incégnitas das matrizes
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de projeccao para determinar. Para o fazer, o autor supos que os epipolos eram
conhecidos. Como estes estao intrinsecamente ligados as matrizes de projeccao das
imagens, pode, assim, determinar inteiramente as duas matrizes de projeccao e, por
consequeéncia, obteve uma reconstrugao projectiva sem nenhuma informagao métrica,
nem mesmo afim.

Na mesma altura, Hartley et al [Hartley 92] obtiveram um resultado similar, uma
reconstrucao projectiva. Outros investigadores acabaram por propor métodos lin-
eares, baseados também na geometria epipolar, para o calculo da reconstrucao pro-
jectiva de uma cena. Todos estes métodos podem ser considerados como similares
porque utilizam as mesmas propriedades da geometria projectiva.

No que diz respeito a utilizagao de sistemas catadiéptricos na reconstrucao tridi-
mensional, Nayar [Nayar 88] sugeriu um sistema estéreo com um campo de visao
alargado (FOV), que consistia numa camara convencional apontada para duas es-
feras especulares. O autor mostrou que, estabelecendo a correspondéncia entre as
imagens da cena, que eram reflectidas pelas esferas, era possivel, por triangulacao,
obter a profundidade. Mais tarde, generalizou esta ideia de forma a incluir n elemen-
tos reflectidos de formas arbitrarias. Foram também desenvolvidos outros sistemas
similares onde as esferas foram substituidas por outros objectos. Estes sistemas tin-
ham a grande desvantagem de nao terem um tunico centro de projeccao, aquando da
aplicacao de variadas técnicas.

Mais tarde, Baker e Nayar [Baker 98] deduziram as configuragoes dos sistemas
catadiéptricos estéreo que, quando vém a cena em perspectiva, mantém o centro de
projeccao. Baseada neste trabalho, foi entao proposta uma variedade de sistemas que
usam uma unica camara e dois ou mais espelhos [Sameer 98]. A partir do resultado
de Sameer, foi conseguida, e usada nesta dissertagao, a aquisicao de duas ou mais
projeccoes da cena na mesma imagem.

Mitsumoto et al [Mitsumoto 92] foram os primeiros a descrever um método de
recuperacao de profundidade, adquirindo na mesma imagem a projeccao e a sua
reflexao, usando espelhos planares. Estes espelhos foram usados para obter a imagem
das partes ocultas da cena.

Por fim, destacam-se os trabalhos [Goshtasby 93] e [Mathieu 95|, onde é usada
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uma unica camara, apontada para um conjunto articulado de espelhos planares, para
captar, de uma s6 vez, um par de imagens estéreo.

A quantidade de estudos feitos sobre a reconstrucao baseada na calibracao mostra
que o problema que tem sido abundantemente tratado. Assim, devido ser uma das
opcoes de trabalho, confinamos a revisao dos trabalhos sobre esta matéria apenas a
reconstrucao feita a partir de silhuetas.

A reconstrucao de superficies de objectos suaves a partir de silhuetas foi iniciada
por Giblin e Weiss [Giblin 87]. Assumindo a projecgao ortografica, eles demonstraram
que uma superficie pode ser reconstruida através de todos os seus planos tangentes,
calculados directamente a partir da familia de silhuetas da superficie, sob um movi-
mento planar. Cipolla e Blake [Cipolla 92| alargaram o estudo de Giblin e Weiss a
projeccao em perspectiva, sob um movimento curvilineo, e desenvolveram o método
conhecido por osculating circle, introduzindo o conceito de parameterizagao epipo-
lar. Vaillant e Faugeras [Vaillant 92| desenvolveram uma técnica similar, na qual a
superficie é parametrizada pelas curvas radiais em vez de ser pelas curvas epipolares.
Baseando-se no método osculating circle, Szeliski e Weiss [Szeliski 98] calcularam de
forma linear as curvas epipolares em toda a superficie, juntamente com uma estima-
tiva da incerteza, e os resultados da reconstrucao melhoraram.

Em [Boyer 97], Boyer e Berger desenvolveram as derivadas da férmula para a
profundidade, a partir de uma aproximacao local da superficie, até a ordem dois,
para movimento discreto. Em [Wong 99], Wong et al desenvolveram uma técnica
simples baseada na implementacao de diferengas finitas de [Cipolla 92|. Apesar da
sua simplicidade, o método desenvolvido em [Wong 99] obteve resultados comparaveis
aos conseguidos em [Cipolla 92] e [Boyer 97].

As técnicas de intersecgao de volume para a construcao de modelos volumétricos de
objectos, baseadas em visao multi-ocular, foram primeiramente propostas por Martin
e Aggarwal [Martin 83|, que introduziram a representagao de segmentos de volume.

Em [Chien 86], Chien e Aggarwal apresentaram um algoritmo para a geragao de
uma octree de um objecto, a partir de trés vistas ortogonais sob uma projecgao or-
tografica. O seu trabalho foi mais tarde desenvolvido por Ahuja e Veenstra [Ahuja 89],

que conseguiram que o algoritmo lidasse com imagens de um qualquer subconjunto
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de treze pontos de vista padrao.

Em [Hong 85], Hong e Shneier conceberam uma técnica para a criacdo de uma
octree a partir de multiplas vistas arbitrarias, sob uma projeccao em perspectiva. A
sua abordagem constréi primeiramente uma octree para cada imagem, projectando os
cubos da octree em cada imagem e intersectando as suas projeccoes com a silhueta.
A octree final do objecto é dada pela interseccao das octrees obtidas por todas as
imagens. Em [Potmesil 87], Potmesil descreveu uma abordagem similar, na qual
as imagens sao representadas por quadtrees a fim de facilitarem as projecgoes do
cubo com as silhuetas. Noutras abordagens similares, onde se incluem [Noborio 88] e
[Srivastava 90], a octree para cada imagem é construida pela intersecgao, num espago
tridimensional, dos cubos da octree com o cone de projecgao das silhueta.

Em [Szeliski 93], Szeliski apresenta um algoritmo eficiente que constréi uma octree
de uma forma hierarquica, indo da forma mais grosseira até atingir a perfeicao. A
sua abordagem é semelhante a de [Potmesil 87], com a excepcao de ser construida

apenas uma octree utilizando-se todas as imagens simultaneamente.

1.2.2 Objectivos e estrutura do trabalho realizado

Conforme ja foi referido, o trabalho que vai ser desenvolvido nesta dissertagao
centra-se na resolucao do problema da extraccao de informacao tridimensional eu-

clidiana a partir de imagens, e tem como objectivos gerais:

e agrupar um conjunto de conhecimentos relacionados com este problema, mais
especificamente, conhecimentos sobre os modelos de formagao de imagens, a
correspondéncia entre imagens e os processos de triangulagao e escavacao do

espaco tridimensional,

e juntar toda a teoria inerente as superficies reflectoras, de maneira a retirar o
maximo de potencial do uso destas superficies em sistemas de visao por com-

putador;

e compilar os principais métodos numéricos lineares ligados a resolugao do prob-

lema da determinacao de informacao 3D;
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e mostrar o desenvolvimento do trabalho de criagao de sistemas robustos, para a

determinacao de informacao tridimensional a partir de imagens.

Centrando-nos um pouco mais pormenorizadamente no desenvolvimento do sis-
tema de recuperacao de informagao tridimensional, passemos a sua descricao geral,

ilustrada na figura 1.1. De maneira a se atingir a meta da criacao de um sistema ro-

Sistema de aquisicio Correspondéncia

Restricdo baseada na
configuragdo geomeétrica
do sistema de aquisi¢do

Geometria epipolar

T

Mundo 3D

Imagens -
= Homografias
(cl)
(c2) ¥
(c2)
Calibragao —
Recuperacio de informagio 3D
(a) (b) (cl) (c2)
Triangulagio Escavacio
do Resultados
b o T~ @
espago
Usando os Recorrendo D
centros opticos as equagoes .
e osj pontos das p=T.P
imagens

Figura 1.1: Diagrama das aproximagoes desenvolvidas com o objectivo de serem cria-
dos sistemas de reconstru¢ao 3D multi-oculares. Nas aprozimagoes (a) e (b) a recon-
stru¢do baseou-se na triangula¢do, enquanto que em (c1) e (¢2) a base foi a escavagao
do espago 3D. Além disso, a aproximac¢ao (a) apoiou-se na matriz fundamental, e (b)
e (c1) apoiaram-se no potencial dos espelhos.

busto, comecou-se por desenvolver a aproximacao designada no diagrama da figura 1.1
por (a). Nesta aproximacao fez-se uma recuperacao de informagao tridimensional

essencialmente baseada na matriz fundamental. Depois de testada esta aproximacao,
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verificou-se que apesar da sua validade sofria de instabilidade. Assim, com o conhec-
imento e a experiéncia adquiridos, avangou-se para a aproximagao (b), a qual provou
ser bastante mais robusta, apresentando, porém, limitagoes na capacidade de recon-
strugao. De forma a ultrapassar essas limitagoes alterou-se, nesta aproximacao, o
modulo de recuperagao de informagao 3D, dando origem a aproximacao (cl). Nestas
duas ultimas aproximacoes, o processo de reconstrucao foi apoiado e facilitado pelo
potencial dos espelhos. Embora prometedores os resultados obtidos pela aproximacao
(c1) nao reconstrufam perfeitamente a cena devido, por um lado, ao escasso nimero
de pontos 2D e 3D utilizados no processo de calibracao, por outro, ao ruido exis-
tente na correspondéncia entre a cena 3D e a imagem e, por fim, ao limitado nimero
de imagens da cena tridimensional que é possivel obter. Verificada esta situacao,
surgiu a aproximagao (c2), a qual abandonou o esquema de captagdo de imagens uti-
lizado até entdo (uma camara e um conjunto de espelhos), passando a usar multiplas
imagens captadas de diferentes pontos de vista. Os resultados obtidos por esta aprox-
imagao revelaram-se extremamente satisfatérios. Apesar das aproximagoes (c1) e (c2)
passarem ambas por um processo de calibracao das imagens, o método seguido na
aproximacao (cl) é inovador.

Como se pode verificar do diagrama da figura 1.1, as cenas do mundo real sao
captadas em imagens, em todas as aproximacoes, através de um sistema de aquisicao.
Para as aproximagoes (a), (b) e (c1), este sistema é composto apenas por uma camara
e um conjunto de espelhos, cuidadosamente posicionados de forma a cumprirem a sua
missao. Esta missao passa pela reducao do nimero de camaras a usar na aquisicao
das imagens, pois a funcao dos espelhos é a de multiplicar a tnica camara usada,
simulando o uso de duas ou mais camaras reais, como se comprovara mais a frente.
No entanto, em fases posteriores, o potencial dos espelhos é novamente aproveitado
para o cédlculo da correspondéncia (aproximagao (a)) ou mesmo para a obtengao da
informacao 3D, propriamente dita (aproximacoes (b) e (c1)). Para a aproximacao (c2)
o sistema de aquisicao de imagens é composto apenas por um conjunto de camaras.

Uma das diferencas entre as aproximagoes (a) e (b)/(cl), aparece no médulo da
correspondéncia. A correspondéncia entre as imagens é uma das principais limitacoes

dos sistemas de reconstrucao de informacao tridimensional, porque o custo computa-
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cional para que essas correspondéncias se estabelecam é geralmente elevado. Por
vezes, surgem falsas correspondéncias, dando lugar a informacao tridimensional er-
rada. Estas falsas correspondéncias devem-se ao facto de nao se encontrar os pontos
correspondentes nas outras imagens, quer por impossivel identificacao, quer porque
os pontos podem ser visiveis numas imagens mas nao nas outras (problema das zonas
ocultas). O problema da ocultagdo podera ser minorado pela diminuigao da distancia
entre as camaras ou pela utilizagao de mais camaras. No entanto, na primeira solucao
diminui-se a precisao da informacao, enquanto que na segunda, embora melhore a pre-
cisao, a solucao torna-se mais complexa e dispendiosa, com tempos de processamento
mais elevados. A aproximagao (c¢2) nao necessita deste médulo.

O presente trabalho sugere algoritmos que, de uma forma réapida e robusta, min-
imizam o problema das correspondeéncias. Estas sao feitas com base na geometria
epipolar, introduzindo conceitos como a relacao entre esta geometria e o posiciona-
mento das camaras, para a aproximagao (a), e a relacao entre planos bidimensionais
e a geometria epipolar para as aproximacoes (b) e (cl). A geometria epipolar é algo
que esta sempre presente quando existem duas imagens da mesma cena, captadas de
posicoes diferentes. Com a restrigao que € criada devido a esta geometria, o espaco de
procura de um ponto correspondente de um dado ponto da imagem ¢é drasticamente
reduzido. Se o correspondente desse ponto escolhido estiver na outra imagem, ele
terd que pertencer apenas a uma recta, com parametros conhecidos, a qual se chama
recta epipolar.

Tal como se pode verificar na figura 1.1, o médulo da recuperacao de informagcao
3D é feito recorrendo as técnicas da triangulagao e da escavacao do espago tridi-
mensional. Aqui, a diferenga entre as aproximagoes (a) e (b) aparece no grau de
simplificagdo que se lhe aplica. Na aproximacao (a) a informagao tridimensional é
obtida utilizando a formulagao geral da triangulacao (sem qualquer simplifica¢ao), que
geometricamente consiste na interseccao de trés planos. Por outro lado, na aprox-
imagao (b), a triangulacao fica reduzida a uma simples interseccao de rectas 3D. Esta
reducao deve-se ao uso do potencial dos espelhos no calculo dos centros épticos 3D
das camaras, real e virtuais. As rectas tridimensionais que se irao intersectar serao

formadas pelos centros 6pticos obtidos e pelos pontos correspondentes nas diferentes
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imagens. Por outro lado, a diferenca entre as aproximagoes (b) e (cl) esta apenas
no processo final de determinacao da estrutura tridimensional, trocando o processo
de triangulagao pelo da escavagao do espago tridimensional. A aproximagao (c2) uti-
liza o mesmo processo que a (cl), residindo a diferenca nos dados fornecidos a esse
processo. Assim, enquanto que (cl) faz uma calibragdo implicita na geometria dos
espelhos e no processo de correspondéncia, (¢2) faz uma calibragao explicita, pelo
modo cléssico.

No desenrolar desta dissertagao serd possivel verificar que o posicionamento do
conjunto de espelhos, em relacao a camara, restringe fortemente o problema. Permite,
assim, reduzir a complexidade das formulas matematicas, inerentes a todo o processo
de determinacao da informacao 3D, e aumentar a robustez dos sistemas que utilizam
os espelhos.

Os sistemas, criados com as caracteristicas referidas, combinam uma série de
equipamentos e de programas capazes de produzir a informacao 3D pretendida. Os
equipamentos que integram o sistema sao um computador, uma camara, um conjunto
de espelhos e um dispositivo de aquisi¢ao e processamento de imagens. Os programas
que fazem a inter-acgao com o utilizador sao feitos em linguagem C++, a qual recorre
as bibliotecas graficas do OpenGL, e em MATLAB(©.

Em termos futuros, os sistemas desenvolvidos poderao ser aproveitados na re-
alizagao de aplicacoes de controlo de qualidade e de controlo dimensional no meio

industrial, devido as suas caracteristicas de baixo custo e precisao.

1.3 Estrutura da dissertacao

Apods este capitulo de introducao, esta dissertacao prossegue com um capitulo de
natureza tedrica que servira de base ao trabalho.

O capitulo 2 abordard conceitos gerais sobre os varios modelos de formagao de
imagens, o processo classico para a recuperagao de informacao tridimensional, as re-
strigoes que facilitam o problema da correspondéncia, o uso de superficies reflectoras

em sistemas de aquisicao de imagens e os métodos numéricos lineares, ligados a res-
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olucao dos sistemas de equacoes relativos ao problema da determinacao de informacao
tridimensional.

No capitulo 3 é apresentado, pormenorizadamente, o desenvolvimento de duas
aproximacoes a criagao de sistemas para a determinacao de informagao 3D, basea-
dos em espelhos, a partir de imagens nao calibradas. Estes sistemas sao suportados
teoricamente pelos conceitos apresentados no capitulo anterior. A aproximacgao apre-
sentada na secgao 3.2 deu origem ao artigo [Martins 98]. Por seu lado, o sistema que
se descreve na secgao 3.3 deu origem aos artigos [Martins 99] e [Martins 00].

O capitulo 4 comega por descrever um algoritmo baseado no principio da escavacao
do espaco tridimensional e nas silhuetas da cena 3D. De seguida faz a sua aplicagao,
em troca com a triangulacao, a ultima aproximacao vista no capitulo anterior. Por
fim, abandonando o modo de aquisicao de imagens baseado nos espelhos, apresenta-
se um sistema pratico e completo, no que diz respeito a reconstrucao tridimensional
de modelos de cenas do mundo 3D a partir de uma sequéncia de silhuetas bidimen-
sionais. Estas silhuetas pertencem a imagens previamente calibradas. Em termos
globais o assunto apresentado neste capitulo ainda proporcionou a execucao do artigo
[Martins 01].

Por fim, no capitulo 5, serao apresentadas as principais conclusoes do trabalho e

sugeridas linhas de aplicacao futuras.
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Capitulo 2
Bases para uma recuperacao 3D

Neste capitulo passa-se em revista alguns dos principios que, sendo a base de
qualquer estudo sobre recuperacao de informacgao tridimensional a partir de imagens,

irao suportar também todo este trabalho.

2.1 Introducao

Os primeiros conceitos a definir deverao ser, obviamente, os que envolvem as im-
agens e a recuperacao tridimensional a partir dessas imagens. Assim, considera-se
que uma imagem ¢ a representacao bidimensional de uma cena de um mundo tridi-
mensional. A informacao tridimensional obtida a partir de imagens de uma cena, por
seu lado, consiste num conjunto de coordenadas tridimensionais dos pontos ou de ori-
entagoes das superficies da cena, visiveis nas imagens. Esta informacao é geralmente
representada sob a forma de uma matriz designada por mapa de profundidades ou
imagem ZD%. Os elementos desta matriz representam a distancia, dos pontos 3D da
cena, a um determinado referencial, previamente definido.

A necessidade da determinacao deste tipo de informacao fez com que se desen-
volvessem vérios modelos matematicos que representam a maneira como as imagens
sao formadas e como a informagao tridimensional pretendida é extraida. Estes mode-
los apresentam diferentes niveis de elaboracgao e sofisticacao conforme as necessidades

de precisao das varias aplicagoes.
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Na segunda seccao deste capitulo sera abordado o processo de formacao de ima-
gens, onde se focarao os modelos lineares que o descrevem. Na terceira seccao far-se-a
uma abordagem cléssica do processo de determinagao de informacao tridimensional
baseada em imagens. Este processo é modelado matematicamente através de um sis-
tema de equacgoes, podendo o sistema ser simplificado através de restricoes ao prob-
lema inicial. A quarta secgao tratard a restricao da geometria epipolar. Sera também
revista, nesta seccao, a forma que esta restricao toma para algumas configuragoes
especificas das camara, nomeadamente, translacao pura, fixacao visual, camaras afins
e movimentos planares. Por sua vez, a quinta seccao abordara alguns conceitos sobre
transformagoes projectivas, baseando-se especificamente nas relagoes homogréficas
entre os planos imagem. Na sexta seccao, a atencao incidird sobre certos aspectos
que advém da introdugao de superficies reflectoras no processo de aquisi¢ao das ima-
gens. O capitulo termina com uma sétima seccao onde serao revistos alguns métodos
numeéricos que sao necessarios para o desenvolvimento do trabalho apresentado nesta

dissertacao.

2.2 Modelos de formacao de imagens

Antes de se abordar o processo de determinacao de informacao tridimensional
contida numa imagem, ha que conhecer os modelos matematicos que representam a
formagcao dessa imagem. No nosso caso, o modelo utilizado é linear, pois analisa a
formacao de uma imagem, com base no principio da geometria éptica classica. Esta
baseia-se no conceito de raio luminoso rectilineo e no modo como este atravessa a
lente. A alternativa seria a utilizacao de teorias da dptica fisica e da difraccao que
utilizam equacoes nao-lineares para chegarem a mesma explicacao. Contudo, e apesar
da primeira abordagem desprezar o efeito de distor¢cao provocado pela lente, esta
ultima forma de andlise torna-se mais complexa e sem grandes vantagens praticas.
Essa complexidade é fruto da resolucao espacial das camaras normalmente utilizadas

e da possibilidade de colocagao dos sensores em diferentes orientacoes e posigoes.

A imagem nao é mais do que uma matriz, cujos elementos, normalmente conheci-
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dos por pizels, sao nimeros correspondentes a quantificacao da luz proveniente da
cena tridimensional. Essa quantificacao depende das caracteristicas da camara e da
placa de aquisicao de imagens. Segundo a teoria da geometria Optica classica, a ge-
ometria dos raios incidentes no sensor e o modo de quantificacao para cada pizel, con-
stituem o modelo para a formagao da imagem. Para descrever a verdadeira formacao
da imagem, este modelo deve respeitar a regra fundamental, de que qualquer ponto
tridimensional, pertencente a cena captada, corresponde a um sé pirel na imagem,
embora o contrario nao seja obrigatoriamente verdadeiro.

Ao longo desta secgao serao apresentados: o modelo para o processo de formagao
de imagens, que serd usado ao longo deste trabalho; o modo de funcionamento dos

dispositivos de aquisicao de imagens e outros modelos lineares alternativos ao escol-
hido.

2.2.1 Projeccao em perspectiva

A projeccao em perspectiva, também conhecida por modelo Buraco de Alfinete
( “pinhole”, em inglés), é o modelo que explica com rigor o processo de formagao de
uma imagem. Tal como o nome indica, capta-se o efeito de perspectiva na formacao
da imagem, correspondente a representacao bidimensional do mundo, perdendo-se,
portanto, uma das dimensoes do mundo representado através de trés dimensoes.

Considerando que {W} é o referencial do mundo tridimensional e {CAM} o ref-
erencial do sistema de coordenadas da camara, cuja origem é o ponto O, pode-se
verificar pela figura 2.1, que a qualquer ponto 3D, P, no referencial {IW}, corre-
sponde um ponto, p, pertencente a um plano I. Este plano é denominado como plano
imagem e encontra-se a uma distancia f do centro 6ptico da camara, O. A distancia
f € conhecida por distancia focal. O ponto p resulta da intersecgao entre o plano [
e a linha projectante OP, que contém o centro de perspectiva (ou centro éptico) e o
ponto P. Se o eixo Z., ou eixo 6ptico, for perpendicular ao plano imagem, entao o
plano I serd paralelo ao plano XY, do sistema de coordenadas {C'AM }.

Tendo como base a figura 2.1, a modelacao matematica do processo de formagcao

da imagem parte da defini¢ao dos pontos no sistema de coordenadas {C AM }. Assim,
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*P(X,Y,Z)

Figura 2.1: Projeccao em perspectiva. Dado o ponto tridimensional P, no referencial

{W} eo

centro dptico da camara, O, o ponto p resulta da interseccao entre OP

com o plano imagem I. A distancia focal da camara é f. Os pontos B e b sdo,

respectiva

mente, a projec¢ao dos pontos P e p no plano X.Z.. Por seu lado, A e a

sao as respectivas coordenadas Z. de cada um dos pontos P e p.

temos P =

X.Z,. pod

entre este

(Xe,Ye, Z:) e p= (u,v, f). Com as projecgoes dos pontos P e p no plano

ou, de outra forma,

e-se considerar dois triangulos, 0 AOAB e o AQOab. Através da semelhanca
s triangulos obtém-se
b—a B-A u X,
— = — s — = —
Oa OA f Z
fXe
= 2.1
u=12 (21)

pois B e b sao, respectivamente, as projeccoes dos pontos P e p no plano X.Z., e A
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e a sao, respectivamente, as coordenadas no eixo Z. de cada um dos pontos P e p.
Fazendo o mesmo raciocinio para uma projeccao no plano Y.Z. chega-se a

_ Y
-

v (2.2)

Conhecendo as origens e orientagoes dos referenciais {W} e {CAM}, através
de uma simples transformacao matematica linear poderao também ser usadas neste
modelo as coordenadas do mundo 3D.

Contrariamente a suposicao adoptada neste trabalho, quando se assume que a
formacao das imagens ocorre na parte negativa do eixo 6ptico, a relagao entre as co-
ordenadas do mundo e as coordenadas na imagem ¢ idéntica, introduzindo-se somente

o sinal de menos nas equagoes (2.1) e (2.2).

2.2.2 Lentes e focagens

Os dispositivos de aquisi¢ao de imagens utilizam lentes para produzir uma imagem
da cena tridimensional. Na situacao ideal considera-se o uso de uma so6 lente, fina e
simétrica, que corresponde ao centro de perspectiva. Todo o sistema éptico composto
por vérias lentes, pode sempre ser reduzido ao caso ideal [Williams 86].

Quando os raios de luz incidentes num ponto da cena 3D, que se quer captar, se
reflectem na direccao do dispositivo de aquisicao de imagens, as lentes sao atraves-
sadas por eles, formando a imagem. Se os dispositivos se baseiam em lentes, existe
entao um limite a captacao da luz e, em muitas situagoes, € mesmo possivel haver um
controlo das quantidades de luz recebidas, através de um dispositivo designado por
iris. Na sua concepcao, este dispositivo pode conter um s6 diafragma ou um conjunto
de dispositivos especialmente concebidos para controlarem a passagem da radiacao
luminosa. Outro ponto importante a considerar é a distancia focal das lentes, que
impoe um limite ao valor maximo do angulo entre um raio de luz e o eixo dptico,
definindo assim o campo de visao do dispositivo.

Intimamente ligado as lentes estd o processo de focagem. Este processo, que
ocorre quando a convergéncia de toda a energia luminosa irradiada é concentrada

num tnico ponto do plano imagem, pode ser descrito a partir do processo de formagao
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das imagens.

A nocao de focagem vem, normalmente, associada a nocao de profundidade de
campo. A profundidade de campo é definida pelo intervalo de distancia, sobre o qual
as cenas se consideram bem focadas, e esta relacionada com a resolugao espacial do

sensor da imagem, com o dispositivo 6ptico e com a distancia a cena.

2.2.3 Modelos de projeccao alternativos

O modelo descrito anteriormente pode ser simplificado, dando origem a outros
modelos com grande aplicagao pratica.

De entre os modelos de projecgao, o mais simples é o da projeccao ortografica.
Este modelo adequa-se plenamente ao tratamento de imagens cujos objectos da cena
tridimensional tém um tamanho reduzido, relativamente a distancia entre esses ob-

jectos e o plano imagem. A Unica variante da projeccao ortografica em relacao a
A
Ze

que um ponto no plano imagem seja obtido através de uma projeccao paralela ao

projeccao em perspectiva é que, naquela, o factor de ampliacao 1, fazendo com
eixo 6ptico. O modelo da projeccao ortografica torna mais simples as equagoes (2.1)
e (2.2), mas nao capta o efeito de distancia entre o sensor e o objecto, diminuindo a
nocao de profundidade normalmente contidas nas imagens.

Um outro modelo de projeccao é o da perspectiva fraca, que consiste num misto
de projeccao em perspectiva e ortografica. Para o perceber, considere-se um sistema
de coordenadas, onde na parte positiva do eixo Z,. se coloca o plano imagem, na cota
Z. = f, sendo f a distancia focal. Colocando um plano auxiliar, paralelo ao plano
imagem, na cota Z. = Zy, com Zy > f, faz-se, primeiramente, a projeccao do centro de
massa de toda a cena que se quer captar segundo uma direccao perpendicular ao plano
auxiliar. Depois, todos os pontos da cena sao projectados, segundo a mesma direccao,
nesse mesmo plano. O processo termina quando todos os pontos projectados no plano
auxiliar forem projectados no plano imagem, segundo a projecgao em perspectiva.

Relativamente a projeccao ortografica, o modelo da perspectiva fraca tem a van-
tagem de ter em conta a distancia entre a cena observada e a camara. Sendo assim,

este modelo pode ser considerado como um modelo ortografico melhorado. Dev-
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ido a este facto, o modelo da perspectiva fraca é também conhecido por modelo de
projeccao ortografica a escala. Este modelo poderia ser uma boa aproximacao ao
comportamento da camara, se a relacao de profundidade fosse fraca, isto é, se a es-
trutura da cena fosse relativamente pequena em relacao a distancia entre a camara e
a cena observada.

O modelo de projeccao paraperspectiva, por seu lado, é uma variante do modelo
de projeccao da perspectiva fraca. A diferenca entre eles esta na direccao com que o
centro de massa, de toda a cena que se quer captar, é projectado. No caso do modelo
de projeccao paraperspectiva, essa direccao é a que passa pela origem do sistema
de coordenadas do mundo tridimensional. Relativamente a perspectiva fraca, este
modelo tem a vantagem de ter em conta uma eventual translacao lateral da cena em
relacao ao eixo optico.

O modelo da camara afim é uma generalizacao dos modelos de projeccao or-
tografica, de perspectiva fraca e de paraperspectiva. Este modelo foi introduzido
por Mundy e Zisserman [Mundy 92]. O modelo da camara afim, também pode ser
visto como uma aproximacao do modelo de projeccao em perspectiva com o centro
6ptico localizado num plano no infinito. Tal como o modelo ortografico, o modelo
da camara afim funciona bastante bem quando as medidas do objecto sao pequenas,
comparativamente a distancia entre a camara e o objecto.

A projeccdo em perspectiva altera a imagem de uma cena quando a camara é
sujeita a uma rotagao, segundo um dos eixos X, ou Y. do referencial {CAM} (ver
figura 2.1). Se esse angulo for grande, pode mesmo perder-se a imagem da cena
pretendida. Na projeccao esférica, qualquer ponto projectado no plano imagem ¢
obtido através da interseccao da esfera de raio f (distancia focal), medido a partir
do centro éptico, e a recta que passa por esse ponto central e pelo ponto tridimen-
sional. A imagem esférica da cena, resultante desta projeccao, nao sofre nenhuma
distorcao nos comprimentos e angulos entre arestas dos objectos da cena, quando o
movimento da camara for sé de rotagao segundo qualquer um dos eixos X., Y, ou
Z,. do seu referencial. Isto reduz a complexidade dos problemas de determinacao de
areas projectadas.

Apesar do modelo de projeccao esférica facilitar a analise da imagem para este tipo
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de movimentos, na pratica surge um grande problema de utilizagao. Este deve-se aos
sensores das camaras serem planares e aos sinais por eles gerados serem amostrados
em dispositivos planos. O problema de utilizagao surge na tentativa de reparticao da
esfera, de maneira periddica, em locais que representem amostras do sinal video e no

mecanismo de indexacao desses bocados, tanto para escrita como para leitura.

2.3 Determinacao de informacao tridimensional

Tendo passado a fase da aquisicao das imagens e a da escolha do modelo matema-
tico a usar para descrever o processo de formacao dessas imagens, esta-se apto para
iniciar a determinacao de informacao tridimensional baseada nas imagens adquiridas.

Quase todo o processo de determinacao de informacao tridimensional passa pelo
calculo das distancias dos pontos da cena do mundo 3D a um determinado referen-
cial, ou, de uma forma mais genérica, pelo calculo das coordenadas desses pontos no
sistema de eixos do mundo. Para se fazer este calculo, deve-se, a partida, saber qual
a posicao e orientacao relativa das camaras envolvidas no processo. Posteriormente,
agrega-se a informacao obtida, referente a cada camara, em diferentes sistemas de
equacoes. Por fim, junta-se num tinico sistema matricial todos os sistemas de equacoes
criados e envolvidos na aquisicao das imagens. A resolucao deste sistema matricial,
usando todas as projecgoes do mesmo ponto 3D vistas nas varias imagens adquiridas,
fornecerd as desejadas coordenadas tridimensionais desse ponto.

Assumindo daqui para a frente o uso da projeccao em perspectiva, convém ex-
planar melhor o que deve ser considerado no conhecimento da posicao e orientacao
das camaras envolvidas no processo de determinacao de informagao 3D. Assim, tendo
por base a figura 2.1, devem ser considerados, para cada camara, quatro sistemas de
eixos. O sistema de eixos do mundo, {W}, onde sdo medidas as coordenadas 3D, no
sistema métrico escolhido, normalmente em metros. O sistema de eixos da camara,
{CAM}, com a origem no centro éptico da camara e com o eixo Z, coincidente com
0 eixo Optico desta. O sistema de eixos associados ao plano imagem I, (u,v), sendo

este plano paralelo ao plano X_.Y, do sistema de eixos da camara. E finalmente, o
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sistema de eixos definidos na imagem, (x,y), com origem no canto superior esquerdo
da imagem. Neste sistema, a posicao na coluna é representada por x enquanto que a
posicao na linha é representada por y. A unidade destas coordenadas é o pizel.

De seguida, mostrar-se-4 que cada sistema de equacoes referente a cada camara,
explica a transformacao matemética global dos pontos do sistema de eixos {IW'} para
o sistema de eixos definidos na imagem vista pela camara. Sera também provada
a necessidade de existirem pelo menos duas camaras, de forma a determinar, sem

ambiguidade, a dimensionalidade dos pontos visualizados por ambas as camaras.

2.3.1 Representagao homogénea de coordenadas

Antes de definir quaisquer equacoes com vista a determinacao da tridimension-
alidade das cenas captadas, torna-se necessario rever o conceito de coordenada ho-
mogénea, frequentemente utilizado nesta dissertacgao.

Considere-se um espaco vectorial de n dimensoes e um seu ponto genérico, P =
(1,29, -+, x,). Este ponto é representado em coordenadas homogéneas, através de

um vector de n 4+ 1 coordenadas, cuja forma matricial é
T
P=| ke, koy - ka, k|

O coeficiente k£ podera ter um qualquer valor constante.

A transformacao inversa, conhecida por normalizacao homogénea, é conseguida
pela divisao das n + 1 coordenadas, por k, sendo as primeiras n coordenadas resul-
tantes, consideradas as coordenadas cartesianas do ponto. No entanto, uma excepcao
a este calculo surge quando k£ = 0. Nesta situacao, interpreta-se o ponto como es-
tando a uma distancia infinita, obtido pela semi-recta que parte da origem e passa

no ponto cartesiano (kxy, kg, - -+, kxy).

2.3.2 Sistema de equacoes relativas ao uso de uma camara

Para estabelecer a descricao matematica da transformacao de um ponto tridimen-
sional genérico, P(X,Y,Z), na sua projeccao na imagem, p(z,y), em coordenadas

pizel, consideremos P no sistema de coordenadas do mundo, {W}. A sua repre-
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sentacdo no sistema de coordenadas da camara, {CAMY}, P. = (X., Y., Z.), é dada,

na forma matricial, pela transformacao

X rii T2 713 X te
Yo | = | ra1 T2 T2 Y |+ |t | P=RP+t (2.3)
Zc 31 T32 T33 Z tz

onde R e t sao, respectivamente, a matriz de rotagao e o vector de translacao que
relacionam os dois referenciais. O vector de translacao é constituido pelas projeccoes
da recta que une a origem do sistema de eixos {W} a origem do sistema de eixos
{CAM}, nos eixos X, Y e Z, por esta ordem [Fu 87]. Por seu lado, a matriz de

rotacao, na sua forma geral, é definida por

rH
R = R@RﬁRa = { rn ro I3 } = I"Q (24)
I',3
com
cos(f) —sin(d) 0 cos(B) 0 sin(p) 1 0 0
Rg=| sin(f) cos(d) 0 |Rg= 0 1 0 Ro=| 0 cos(a) —sin(a)
0 0 1 —sin(B) 0 cos(f) 0 sin(a) cos(a)

Como se pode verificar, as normas das colunas, bem como das linhas, das matrizes de
rotagao Ry, Rjs e R, sao unitdrias. Além disso, estas matrizes tém a propriedade da
sua inversa ser sempre igual a sua transposta. Estes factos fazem com que a matriz

R tenha, também, as mesmas caracteristicas, isto é, R™' =R e
e =l 1 [[=[ ez (=] w2 (=] s =] s =1 (2.5)

Todas estas matrizes de rotagao pertencem ao espago vectorial SO(3).

Como se pode verificar na figura 2.2, o, § e 6 sao angulos de rotacao sobre os
eixos de coordenadas X, Y e Z, respectivamente. Estes angulos sao positivos quando
medidos segundo o sentido inverso ao dos ponteiros de um relégio, ou seja, sao medidos
no sentido directo.

Tal como foi descrito atras, a transformacao das coordenadas no referencial da

camara em coordenadas do plano imagem, (u,v), é feita segundo o modelo de pro-
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Figura 2.2: Sentido positivo das rotacoes sobre os eixos de coordenadas.

jeccao em perspectiva, através das equagoes (2.1) e (2.2). Agrupando ambas as
equacoes numa Unica equagao vectorial linear, recorrendo a utilizagao de coordenadas

homogéneas, obtém-se

f 000 Xe
Uu
k 0 f 00 Y
'U:
Z
0010
1

As coordenadas na imagem, (x,y), nao correspondem as coordenadas fisicas,
(u,v), no plano imagem. Com uma camara CCD, a relacao entre ambas depende
do tamanho e forma dos pizels e da posicao do CCD na camara. A transformacao
final para a obtencao das coordenadas referentes aos eixos da imagem é entao con-

seguida através de
T = kyu+ kytan v + ¢, = kyu +yv + ¢y y = kyv+cy

onde k; e k, sao os factores de conversao, nos eixos z e y da imagem, respectivamente,
do sistema métrico do mundo, normalmente em metros, para o sistema métrico da
imagem, pizels. (c;,c,) s@o as coordenadas pizel do ponto principal, também referido
como centro da imagem. ¢ é o angulo de desvio indicado na figura 2.3. Por sua
vez, v € o factor que tem em conta o desvio que acontece quando os pizels nao sao
rectangulares. Como foi visto na equagao anterior, este factor contém ¢. Para a
maioria das camaras, os pizels sao quase rectangulos perfeitos, sendo muitas vezes

assumido que o valor de v é zero. Toda esta transformacao ¢ ilustrada na figura 2.3.
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I
1/ky ?
CX

]— 1/ky
c;"

1/kx

Figura 2.3: Transformacdao das coordenadas (u,v) em coordenadas (x,y).

Este processo de relacionamento entre P = (X,Y, Z) e p = (x,y) pode ser descrito

numa unica transformacao global, usando a representacao homogénea, por

ri1 T2 T3 g X
. fke v e 0 11 T2 T3
To1 Toa Toz 1ty Y
ky | =1 0 fky, ¢, O . p &
31 T3y T .
) 0 0 1 0 31 T's2 733
0O 0 0 1 1
R
ekp=|C o][o Pokp=C|R t|P (2.6)
ou, de uma forma mais geral, por
X
kx ti1 ti2 tiz tus v
]Cy == t21 t22 t23 t24 7 @kp:TP (27)
k l31 l32 13z 134 1

onde k é um factor de escala arbitrario. Os vectores P e p representam os respectivos
pontos P e p em coordenadas homogéneas. A matriz C é conhecida por matriz de
calibracao. A matriz T, por sua vez, é conhecida por matriz de transformacao de
projeccao em perspectiva, ou, mais simplesmente, por matriz de projeccao perspec-
tiva.

Todos os parametros geométricos que entraram neste raciocinio estao agrupados

em dois tipos, de denotacao diferente: os extrinsecos e os intrinsecos. Os primeiros
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indicam a posicao da camara em relagao ao sistema de coordenadas do mundo. Estes
parametros sao todos os elementos da matriz R e do vector t. Os parametros
intrinsecos, por seu lado, sao todos os elementos que se relacionam com as pro-
priedades inerentes a Optica da camara, ou seja, a distancia focal f, o centro da
imagem (c;, ¢,) e os factores de escala k, e k,, que estao contidos na matriz de cali-
bragao.

A equacgao (2.7) pode ser representada de outra maneira, eliminando k& de forma

a se obter um sistema matricial de equagoes, em ordem as coordenadas X, Y e Z, do

t3q4r — t1g
34y — to4

ponto P, e cujo resultado é

[ t11 —ts1x tio — t32x 13 — l33w

tor — €31y tog — t32y o3 — 33y

N
|

ou, de uma forma mais clara ainda,

{ (t1n — ts12) X + (t12 — t322)Y + (t13 — t332) Z + (t1g — tgaz) =0 (2.8)

(tor — t319) X + (tag — t32y)Y + (taz — t33y) Z + (t2a — t3ay) =0

Geometricamente, no sistema de equagoes (2.8) estao representados dois planos,
cada um definido por uma das equacoes do sistema. Da sua interseccao resulta uma
recta que contém o ponto tridimensional, P, o centro de perspectiva da camara e o

ponto na imagem, p. Esta recta é designada por recta projectiva de P.

2.3.3 Determinacao de coordenadas dos pontos 3D

Na determinagao de coordenadas tridimensionais de um ponto genérico P =
(X,Y,Z) a partir das suas coordenadas p = (z,y), na imagem, é evidente a ne-
cessidade de utilizar uma camara. No entanto, o mapeamento tridimensional da cena
a partir de uma tnica imagem é uma transformacao cuja solugao é possivel e inde-
terminada. Este facto prova-se, numericamente, recorrendo ao sistema de equagoes
(2.8), que é composto por duas equagoes e trés incégnitas, podendo um tnico ponto
na imagem, ter uma infinidade de pontos do mundo. A explicacdo geométrica para

a infinidade de solugoes estd em que, qualquer ponto 3D que pertencente a recta
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definida em (2.8), tem como ponto de projecgdo o mesmo ponto p, no plano imagem.
Para recuperar a informacao de profundidade com a aquisicao de imagens tera que
se usar pelo menos outra camara, criando-se assim um sistema com mais equagoes do
que incégnitas.

Na visao humana, é a diferenca entre a projeccao dos pontos tridimensionais no
olho esquerdo e no direito que dé a percepcao de profundidade. Este facto, com-
provado pelo que foi apresentado acima, levou ao estudo de uma geometria similar,
conhecida por estéreo. A geometria estéreo, como se exemplifica na figura 2.4, é o

modo mais simples para se recuperar as coordenadas dos pontos 3D da cena. A recu-

P(X,Y,2)

Eixos opticos

~ T

Figura 2.4: Geometria estereoscopica. A determinacao de P € consequida através da
intersec¢ao dos segmentos de recta Pp. e Ppy.

peragao tridimensional de pontos de uma cena, usando somente camaras, envolve a
obtencao de pelo menos duas imagens de uma mesma regiao de interesse, adquiridas
em posicoes diferentes. Uma das maneiras para a aquisicao das imagens da cena,
consiste em separar as duas camaras por uma distancia conhecida, a qual se chama
baseline, medida entre os seus centros 6pticos.

Para o calculo de coordenadas 3D da cena, usando duas camaras, estabelece-se

duas equagoes do mesmo tipo que (2.8), relativas a cada uma das imagens, esquerda
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e direita, obtendo a equagao matricial
ti1, —t31.%e 12, —t32.Te t13. —t33.Ze  t14, — t34.%c X 0
to1, —t31.Ye t22. —t32.Ye t23. —t33.Ye l24, — 34, Ye vy |0 o Ax—b
t11, — 131,74 ti12, — 132,74 t13, —133,Td t14, — 134,74 Z 0
to1, — t31,Yd l22, — t32,Yd l23, —133,Yd T24, — t34,Yd 1 0
(2.9)
com
ti, —t31.%e  tio, —t32.Te  ti3, — t33,Te |
A tor, —131.Ye 122, —132.Ye 123, —133.Ye
t11, — t31,04 t12, — t32,2q t13, — t33,%4
to1, — t31,Yd  t22, — t32,Yd  t23, — 133,94 |
X t34,Te — t1a, |
x—pP=|v b — 134.Ye — to4,
7 t34,Cq — t14,
134,Yd — t2a, |

e onde o indice e indica que pertence a imagem ou camara esquerda, e o indice d que
pertence a direita. Como se pode verificar, o sistema de equagoes que resulta de (2.9), tem
quatro equacoes e trés incognitas. A sua solucdo 6ptima, ou por outras palavras, o ponto P,
pode entao ser obtido através de varios métodos numéricos, que serao alvo de uma melhor
explanacao na seccao 2.7. Este raciocinio é também aplicado quando temos mais do que
duas imagens, acrescentando ao sistema representado na equacao (2.9) equagoes do tipo

(2.8), por cada imagem adicional.

2.4 Geometria epipolar e matriz fundamental

Continuando na linha de pensamento sobre a apresentagdo de um conjunto de conceitos
bésicos que levam a determinacao de informacao 3D, avanga-se para uma das suas fases
mais importantes, a correspondéncia. E exactamente este processo de correspondéncia que
suscita normalmente aquilo que se designa por geometria epipolar, e é com esse objectivo
que se inicia a sua explicagao.

Considere-se que um ponto genérico P = (X,Y, Z) pode ser observado numa imagem

esquerda e noutra direita, nas respectivas posigoes pe = (e, Ye) € pg = (24, yq). O problema
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da correspondéncia pode ser resumido na procura do ponto pg em toda a imagem direita,
que mais se aproxima do conhecido ponto p. da imagem esquerda, pois nao se sabe quais
sao as suas coordenadas. Se for suposto que py estd restrito a uma recta na imagem direita,
obtida com base no ponto conhecido p., e havendo um mecanismo para calcular essa recta,
correspondente a p., 0 espaco de procura de pg é drasticamente reduzido.

A restricao epipolar

piFp, =0 (2.10)

que emerge da existéncia de dois quaisquer pontos de vista diferentes, da mesma cena 3D,
é a ideia chave para a obtencao do mecanismo para encontrar a recta correspondente ao
conhecido ponto da imagem esquerda.

Na equagao (2.10), F, designada por matriz fundamental, é uma matriz 3 x 3, porque
os pontos p, € p, estao em coordenadas homogéneas. A matriz fundamental, F, é a rep-
resentacao algébrica da geometria epipolar, pois ela encerra toda a informacao geométrica
que relaciona ambas as imagens. A geometria epipolar é intrinseca a toda a geometria pro-
jectiva entre duas vistas. Além disso, é independente da estrutura da cena do mundo 3D,
mas depende dos parametros intrinsecos das camaras envolvidas e da posi¢ao e orientacao

relativa entre elas.

[R,t] 7
>

Figura 2.5: Geometria epipolar. As duas imagens do ponto P tém os centros opticos
nas posicoes Co, e Cog. O plano que contém Co,, P e Cog € chamado plano epipolar
de P. FEste plano intersecta as imagens ao longo das duas rectas epipolares r. e rq.
Aos pontos e, e eq chamam-se epipolos.
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Graficamente, a geometria epipolar pode ser explicada da maneira que se segue. Consi-
dere-se as imagens de uma cena 3D, representadas na figura 2.5, adquiridas segundo uma
projeccao em perspectiva. HEstas duas imagens formam um par estéreo. Sejam, entao, I,
e I, os planos imagem correspondentes a mesma cena e Co, e Cog, 0s centros épticos
relativos a cada imagem. A recta formada por Co. e Coy intersecta os planos I, e I, dando
origem aos pontos e, e eg, respectivamente. Estes pontos chamam-se pontos epipolares ou
epipolos. Ao ponto p. na imagem I., corresponde o ponto pg da imagem I;. O ponto py
esta condicionado a pertencer a recta correspondente a p., chamada de epipolar e denotada
por .. Esta recta é obtida pela interseccdo do plano epipolar, definido pelos pontos Co,,
Cog € pe, com o plano imagem I;. O inverso também é valido, originando assim a recta
epipolar correspondente a py, denotada por rg.

A restricao, em que os pontos da imagem devem estar contidos nas rectas epipolares,
acontece porque ambos os pontos p. e pg correspondem ao ponto tridimensional P. Assim,
como P pertence ao plano formado por si préprio e pelos respectivos centros opticos das
imagens, as rectas epipolares resultam da interseccao desse plano com os planos imagem.

Todas as rectas epipolares da imagem I. passam no ponto e. enquanto que as de Iy
contém o ponto eq. A justificagdo deve-se ao facto de todos os planos epipolares serem
definidos pelo ponto P especifico (varia para cada plano epipolar) e pelos centros épticos
Co. e Coy, formando em torno da recta que passa por Co. e Cog um feixe de planos que
intersectam as imagens. Da interseccao destes planos com as imagens I, e I; resultam, em
segunda andlise, os pontos comuns a todas as intersecgoes, os respectivos epipolos, e. e eq.
Um epipolo numa imagem é, portanto, a projeccao nessa imagem do centro de projeccao
da outra imagem.

Toda esta relagao geométrica entre as coordenadas das imagens e as suas correspondentes
epipolares pode ser descrita, tal como foi dito acima, de forma matricial pela equagao (2.10).
Para 14 chegar, assuma-se que o sistema de coordenadas da camara esquerda é o mesmo que
o sistema de coordenadas do mundo. Desta forma, qualquer ponto no sistema da camara
direita pode ser obtido usando uma rotacao R e uma translacao t. Todos estes pressupostos
nao limitam a generalidade da deducao da equagao (2.10).

Usando a equagao (2.6), a expressao do ponto genérico P, representado na figura 2.5,

em ambos os sistemas de coordenadas das imagens é dado por

kp.=C.[1 0|P kipg=Ca| R t |P (2.11)
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onde I é a matriz identidade, 3 x 3, e 0 o vector nulo, 3 x 1. As matrizes C, e C,; sao as
matrizes de calibracao das camaras esquerda e direita, respectivamente.
Definindo
P.=|1 0]|P P,=[R t|P

as equagoes de (2.11), assumindo que C. e Cy sao invertiveis, podem ser reformuladas

passando a
P.=C. 'k.p, P, = Cy 'kyp, (2.12)

O plano epipolar 7, mostrado na figura 2.5, também pode ser definido pelos trés vectores
coplanares P., P4 e t. O vector perpendicular a este plano é dado entdo por (t A RP).

Sendo P, um vector do plano 7, o produto interno entre estes vectores é

PI(t ARP.) =0 (2.13)
Considerando o vector de translagao entre duas imagens t = | t, t, ¢, }T, a matriz
antisimétrica [t], é definida por
0 —t. t,
tla=| t. 0 —t, (2.14)
—t, tz 0

Esta matriz relaciona-se com o produto vectorial entre quaisquer vectores tridimensionais
através de
t AV =[t]av (2.15)

No apéndice C é deduzida esta expressao. A partir de (2.14), pode verificar-se que a matriz

antisimétrica tem determinante nulo e que

Notar que esta matriz tem sempre caracteristica dois, pois, no caso de apenas um dos
elementos do vector t ser nulo ou no caso de dois dos componentes do vector t serem nulos,
existem sempre duas colunas linearmente independentes. Para o caso dos trés elementos de
t serem nulos, nao se pode falar em matriz antisimétrica, pois a matriz é nula.

Utilizando (2.15) na equacao (2.13) obtém-se

P, [t]\RP. =0 (2.16)



2.4. GEOMETRIA EPIPOLAR E MATRIZ FUNDAMENTAL 37

de onde se retira a matriz

E = [t|,R (2.17)

designada por matriz essencial e introduzida por Longuet-Higgins [Longuet-Higgins 81].
Esta matriz relaciona os pontos 3D de cada referencial das camaras.

Substituindo a equagao de (2.12) em (2.16) obtém-se
P, Cq "[tINRC.'p, =0 (2.18)
sendo a matriz fundamental dada por
F = C;7t|,RC.! (2.19)

Pela equagao (2.10) pode-se concluir que quando se usa a matriz F para relacionar as
imagens, nao é necessario serem conhecidos quaisquer parametros intrinsecos das camaras.

Como det([t]n) = 0, pela propriedade dos determinantes para as matrizes quadradas,
det(AB) = det(A)det(B)

os determinantes de E e F sdo nulos (pag. 12 - [Datta 94]). Logo, as matrizes E e F sao
singulares.

Outra particularidade da matriz fundamental, F, é que ela é definida a menos de um
factor de escala, porque a equagao (2.10) continua a verificar-se, se for multiplicada por um
escalar arbitrario [Zhang 96.

A matriz F tem caracteristica dois porque considerando a equagao (2.19) verifica-se que
algumas das matrizes que compoem F tém caracteristica trés e outras tém caracteristica
dois. As matrizes C. e Cy tém caracteristica trés por serem matrizes 3 x 3, invertiveis (ver
equagao 2.6). A matriz R tem caracteristica trés por defini¢ao (ver equagao 2.4) e a matriz
[t]A, também por definigao, tem caracteristica dois (ver equagao 2.14). Assim, definindo a
funcdo que determina a caracteristica de uma matriz M por C(M), pela propriedade da

caracteristica de uma matriz,
C(AB) < min(C(A), C(B))

F s6 pode ter caracteristica dois (pag. 13 - [Datta 94]).
Dado que F é uma matriz 3 x 3, definida a menos de um factor de escala, sdo necessarias

oito equagoes linearmente independentes para que se obtenham os seus nove elementos. Se,
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com base na equagao (2.10), forem encontradas sete equagoes linearmente independentes,
ficara a faltar uma equagao para que o sistema de equagoes fique completo (ou seja, para que
tenha solucdo). A aplicagdo do conhecimento de que o determinante de F é nulo satisfaz a
necessidade da oitava equagao. Desta feita, pode-se dizer que F tém sete graus de liberdade
pois para ser definida apenas se precisou de encontrar sete equacoes linearmente indepen-
dentes. Mais a frente serd descrito com maior pormenor a aplicacdo deste conhecimento
num processo de determinacao de F.

Uma recta genérica assume a forma

x
rzrxw—i—ryy—i—rcz[rx Ty T y | =lp=20
1
As representacoes projectivas das rectas epipolares para a camara esquerda e direita, re-

spectivamente r. e rg, podem ser obtidas através de
r. = Fp, rg = FTpd

onde os coeficientes r,,r, e 7. de cada recta sao obtidos, respectivamente, pelas multi-
plicagdes da primeira, segunda e terceira linhas de F (caso de r.) e FT (caso de ry) com as
coordenadas do ponto na imagem. O facto de existir um factor independente na defini¢ao
algébrica destas rectas, vem confirmar a necessidade do uso de coordenadas homogéneas na
utilizagdo da matriz fundamental.

Outra informagao importante é a expressao matematica que permite a obtencao dos
epipolos. Por definigao, e como se pode observar na figura 2.5, a projeccao do centro 6ptico
esquerdo na imagem direita é o epipolo direito, enquanto que a projeccao do centro éptico

direito na imagem esquerda é o epipolo esquerdo. Através da equacao (2.6) tém-se

€. = kieCe [ 10 } Coy ey = kidcd { R t } Co, (2.20)

Por outro lado, qualquer ponto do sistema de coordenadas da camara esquerda pode ser rep-
resentado no sistema de coordenadas da camara direita, e vice-versa, com base na equagao
(2.3), através de

Pi=RP,.+te P. =R Y(P;—t)
Este facto faz com que os centros 6pticos das duas camaras, devido a serem as origens nos

respectivos sistemas de coordenadas, sejam vistos pelo outro sistema de coordenadas como

Co. =t Cog=—-R7't
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Juntando este conhecimento & equagao (2.20), a expressao para cada epipolo passa a ser
dada por

1 1
e.=—-—C.R7t eq=—Cgyt (2.21)
ke kq

A equagdo (2.19) nao ¢é a tnica maneira de se definir a matriz fundamental. Assim,

comega-se por apresentar a seguinte igualdade, deduzida no apéndice C,
[V]AM = det(M)M -7 [M~1v], (2.22)

onde v é um qualquer vector tridimensional e M uma qualquer matriz 3 x 3 nao singular.

Assumindo que v = C4t e que M = Cy, a igualdade anterior passa a ser dada por

_ - _ 1
[Cat]aCaq = det(Cyq)C; 7 [C ' Cyt]p & C7[t]n = m[cdt]/\cd
Logo a equacao (2.19) pode ser reformulada em
F = #[C t],C4RC,*

T det(Cy) TN A e

Aplicando & equagao anterior a expressao (2.21), obtém-se
Fo— ' [hed C;RC! = kd [eg \C4RC;
det(Cg) T HNTAT e T qep(Cy) LN e
ou
F = [e4]nC4RC! (2.23)

pois F é definida a menos de um factor de escala.
Por seu lado, se for assumido que v =t e que M = RCe_l, a igualdade (2.22) pode ser

reformulada em
[t]ARC.;! = det(RC;1)(RC.) T [(RC; 1) 't = det(RC; R CI[C.R ™'t
Desta forma a equagdo (2.19) fica
F = det(RC.;")C,; "R CI[C.R't], = det(RC_;)(C,RC. )T [C.R't]5
Aplicando & equagao anterior a expressao (2.21), obtém-se

F = det(RC_; 1 (C4RCY) T [—keec]pn = —kedet(RC;H(CyRCY) " Tlec]
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F = (C4RC. ) Te,]n (2.24)

pois F é definida a menos de um factor de escala.

As equagoes (2.23) e (2.24) mostram que a matriz fundamental contém, entre outras,
a informagao sobre o posicionamento dos epipolos. Assim, passa-se a mostrar como eles
sao obtidos, utilizando apenas a matriz fundamental, F. Para o demonstrar, comega-se por
definir espaco nulo esquerdo e direito de uma matriz M. O espaco nulo esquerdo x, de M,
é definido quando x’M = 0, com x # 0, e é representado por N.(M). Por seu lado, o
espago nulo direito x’, de M, é definido quando Mx’ = 0, com x’ # 0, e é representado
por Ng(M). Além disso, aplicando a transposta a ambas as defini¢oes de espago nulo, por

exemplo ao espaco nulo direito,
Mx)' =0 xTMT =0

conclui-se que NVy(M) = Ne(MT). Ainda no ambito dos espacos nulos, sabe-se que estes

relacionam-se com a caracteristica da matriz M, m x n, (pag. 13 - [Datta 94]), através de
C(M) +Ne(M) =C(M) + Ng(M) =n (2.25)

Com base nas equagoes (2.15) e (2.23), a multiplicacao entre o epipolo direito, ey, € a

matriz fundamental, F, é dada por
elF = el [eq \C4RC. ! = (—[eg]neq) ' C4RC. T = —(eq Aeq) ' C4RC =0

pois o produto externo do mesmo vector € igual a zero. Assim, aplicando os conhecimentos,
atrés referidos, sobre os espagos nulos, tem-se que eg = N (F) = Nd(FT). Fazendo o mesmo

para o epipolo esquerdo, e, usando agora a equacao (2.24), obtém-se
e F' = e, ((C4RC;Y) lec]n)” = el [ec] A (C4RC. )™ = (ec Aee) (C4RC;) ™ =0

e, portanto, tem-se que e, = N, (F1) = Ny(F).

Como ja foi mencionado, cada imagem tem apenas um epipolo, o qual estd presente na
definigdo da matriz fundamental, F. Este facto reforca a ideia de F ter sempre caracteristica
dois, pois pela relagao (2.25) o ntimero de colunas de uma matriz F (que é 3) é igual & soma
da sua caracteristica (que é 2) com o espaco nulo que essa matriz tem (que é 1). Assim,

se F tivesse caracteristica trés nao teria espagos nulos, e portanto, nao teria epipolos. Se,
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por outro lado, tivesse caracteristica menor que dois teria dois ou mais espacos nulos, e
portanto, dois ou mais epipolos. Obviamente, estas hipéteses sao um absurdo, pois nao se

encaixam no conceito de geometria epipolar.

2.4.1 DMatriz fundamental para configuracoes especificas

Para certas configuragoes das camaras, a geometria epipolar, na forma da matriz funda-
mental, F', pode depender de menos parametros relativamente ao que acontece no caso geral
ou simplificar alguns processos relacionados com ela (obtencao de parametros intrinsecos ou
extrinsecos das cAmaras com base em F). A reducdo do numero de parametros de F estd
relacionada com a eliminagao de alguma rotacao ou translagao sobre um determinado eixo
ou com alguma relacao de igualdade entre alguns dos parametros intrinsecos das camaras,
como se pode verificar pelas equacoes (2.19), (2.23) e (2.24).

Nesta subseccao, querendo deixar-se apenas a ideia da facilidade com que se pode ex-
plorar outras configuracoes, serao brevemente descritas as configuragoes de translagao pura
entre as imagens e a de movimentos planares.

No caso da translagao pura entre as imagens nao existe rotacao entre as camaras. Logo
a matriz de rotagao, R, representada na figura 2.5, reduz-se a matriz identidade. Este facto

leva a que, com base nas equagoes (2.19), (2.23) e (2.24), a matriz F seja dada por
F = C,[t]nC." = [ed]nCaC. " = (CaC. ) "ec]n

sendo o vector t a referida translacao entre as camaras.

Quando os parametros intrinsecos, associados a cada imagem, sao 0s mesmos para
ambas, isto é, C, = C4 = C, entao a equagao anterior é simplificada, usando a propriedade
das matrizes inversas (MM ™! = I, com I a matriz identidade), a igualdade (2.22) e o facto
de F ser definido a menos de um factor de escala, passando a ser dada pela seguinte matriz
antisimétrica

F = [Ct]x = [ea]n = [ec]n (2.26)

Esta equacao torna evidente que, para esta situacao especifica, o epipolo e, dado por e =
T

€ = €5 = [ key key k } , é 0 epipolo de ambas as imagens. Deste facto sai uma das

propriedades para apenas esta configuracao, referida como auto epipolar, a qual diz que,

se for assumido que ambas as imagens estdao sobrepostas, os pontos correspondentes sao
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colineares [Hartley 00]. Recorrendo a equagao (2.6), pode-se retirar da equacao anterior,

através da multiplicacao da matriz C com o vector t, que

kex fk'gyt:g + Cxtz
key | = | fkyty +cyts (2.27)
k t,

mostrando-se que quando ndo houver uma translac¢ao sobre o eixo dos ZZ (t, = 0) o
epipolo e situar-se-a no infinito. A razao para este facto reside na representacao de e ser
homogénea.

Por fim, para se verificar a simplificacdo de processos relacionados com a matriz funda-
mental, veja-se o seguinte exemplo. Sendo t = [ 1 10 }T, através da equagao (2.26) e

da igualdade (2.27), a matriz fundamental vem dada por

0 0 fk,
F=| 0 0 —fks
—fky fke O

Da relagao (2.10) entre os pontos correspondentes da imagem esquerda e direita, respecti-
T T
vamente p, = { Te Ye 1 } epy= [ g yqg 1 } , resulta

($d_xe)fky+(ye_yd)ka:O@ka: Z_z - %
onde k, é quociente de aparéncia das imagens estéreo. Este parametro é muito utilizado
quando se pretende reconstrucoes sem recurso a processos explicitos de calibragao.

Antes de entrar no caso dos movimentos planares, convém mencionar que qualquer
translaccao e rotacdo é equivalente a uma rotacdo sobre um eixo a (paralelo ao eixo de
rotagao) juntamente com a translac¢do ao longo desse eixo [Hartley 00]. Assim, o caso
dos movimentos planares acontece quando, existindo uma translaccao t e uma rotagao R
segundo um qualquer eixo, a translaccao é ortogonal a esse eixo. Noutras palavras, a camara
desloca-se ao longo de um plano perpendicular ao eixo de rotagao, efectuando também uma
rotacao em torno desse eixo.

Como o modo de raciocinio para os trés casos, movimento da camara no plano X7,
YZ e XY, é semelhante, apresenta-se apenas o movimento no plano X Z. Num exemplo de
uma destas configuragoes, conhecido por elevagao comum [Li 96], os parametros de F estao

relacionados de tal forma que s6 existem quatro elementos independentes.
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O vector de translagdo da camara, no plano XZ, é dado por t = { t 0 t, }T, en-
quanto que a matriz de rotacdo em torno do eixo ¥ é R = Rg, (ver equacdo (2.4) e
figura 2.2). A matriz fundamental é conseguida, uma vez mais, substituindo o referido
vector t e a referida matriz R na equagao (2.19), na equagao (2.23) ou na equagao (2.24).

Para o plano Y Z, a constituicao de F difere apenas em t = [ 0 t, t. }T eR =R,
(definida em (2.4)). Para o movimento no plano XY, a matriz fundamental é a mesma que
a do caso das camaras afins. Este facto é devido a rotagao ser sobre o eixo que passa pelo
centro de projecgao.

A tabela 2.1 resume as configuracoes especificas apresentadas, expandindo a sua for-

mulacao matricial.

Tipos de configuracoes Formas genéricas de F
Translagao pura Forma geral
0 fio fi3
F=|fa 0 fux
fa1 fz2 f33
Mesmas matrizes de calibracao
0 fiz  —fis
F=|—-fiz O Jfo3
Jis. —fas O
Movimentos planares No plano XZ ou Y Z
0 fi2 fis
F=1fo1 0 [fa3
Ja1 fs2 fa3
No plano XY
0 0 Jfis
F=| 0 0 fo
Ja1 fs2 fa3

Tabela 2.1: Diferentes maneiras que a geometria epipolar, na forma da matriz fun-
damental, F, toma para configuragoes especificas (translac¢dao pura e movimentos
planares).
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2.4.2 Estimacao da matriz fundamental

O problema considerado de seguida é o da estimacao da geometria epipolar na forma de

matriz fundamental, F. Sejam, entao,

T

pe:[fxe Ye 1 pd:[xd Yd 1}T

os pontos correspondentes na imagem esquerda e direita. Expandindo a equagao (2.10)
obtém-se
Jii fiz fis Te
T Ya 1 far fo2 o fos Ye | =0
f31 fa2 f33 1

ou, de outra forma,

fu1xexq + f122qye + f137d + f21TeYd + f22YeYa + f23ya + f317e + f329e + f33 =0

Reformulando a equacdo anterior como uma equacao linear homogénea, com nove pa-
rametros, o seu aspecto sera

gf=0 (2.28)

onde

gz-:[xexd TaYe Td TeYd YeYd Yd Te Ye 1}

f:[fn fiz fiz for feo foz far fz2 fa3 }T

O proximo passo no processo de estimagao pode ser descrito da forma que se segue.
Se tivermos n pontos correspondentes (logo i a variar de 1 a n), usando a equagao (2.28),

poderemos construir um sistema de equacoes do tipo Af = 0, com

A:[gl g2 - gn}T (2.29)

A estimacgdo da matriz fundamental, F, fica concluida quando se obtém a solucao deste
sistema linear homogéneo.

O sistema linear criado pode ter zero, uma, ou mais do que uma solugoes, dependendo
da caracteristica da sua matriz A, como se constata de imediato.

Pela equagao (2.28), este sistema de equagoes homogéneo tem nove incégnitas, pois o

vector f tem exactamente esse nimero de elementos. No entanto, devido ao facto de F ter so-
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mente sete graus de liberdade, apenas sete desses elementos sao linearmente independentes.
Assim, a matriz A tem que ter uma caracteristica limitada entre sete e nove.

Tendo delimitado as caracteristicas que A pode ter, convém esclarecer quais as situagoes
em que cada uma acontece, comecando pela situacao 6ptima. Assim, quando a matriz A
tiver caracteristica oito, do sistema Af = 0 resultam apenas oito elementos linearmente
independentes, dos nove que compoem f. No entanto, como qualquer matriz fundamental
é definida a menos de um factor multiplicativo, a solucao obtida define univocamente a
matriz fundamental. Para a obter recorre-se a definicao de espaco nulo direito de uma
matriz, pois o vector f é o espago nulo direito de A. Esta solucao é tinica porque, através
da expressao (2.25), tem-se n =9, C(A) = 8 e, por consequéncia, apenas um espago nulo.
Logo, qualquer situacao que saia fora deste caso é degenerativa, pois irdo ser encontradas
mais ou menos solugoes que a obtida neste caso. Assim, pode dizer-se, que um conjunto
de pontos correspondentes cria uma matriz A, do tipo (2.29), geometricamente degenerada
em relacao a matriz fundamental, F', se a dimensao do seu espago nulo direito for diferente
de um.

A situacao em que a caracteristica de A é igual a sete gera dois espagos nulos, obtendo
mais do que uma solucao. Na estimacao de F, esta situacao aparece quando o sistema
Af = 0 tem apenas sete equacoes linearmente independentes. Deste caso resulta uma ou
trés solugoes para o vector f [Hartley 00]. Posteriormente apresentar-se-4 o método numérico
para as calcular.

Se, por fim, os dados de entrada para a estimacao de f nao forem exactos, devido ao ruido
nas coordenadas dos pontos correspondentes, entdao nao existe solucao. Esta é a situacao
em que a caracteristica de A é nove e, portanto, ndo existem espacos nulos associados a
matriz A. Nesta situagao terd que se usar o método dos minimos quadrados para obter
uma solucdo aproximada. Assim, como o sistema de equagoes Af = 0 nao tem solucao,
garante-se sempre uma.

No apéndice B apresenta-se a informacao necessaria a utilizacdo de uma funcao para
o MATLAB@© (mfest.m), na qual se faz a estimagao da matriz fundamental para qualquer
das situacoes referidas.

De seguida abordar-se-ao as seguintes questoes importantes para a estimagao da matriz

fundamental:

e restricao da caracteristica
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e normalizagao
e climinagao de falsas correspondéncias

Serao, também, apresentados dois dos mais importantes métodos de estimacao da matriz

fundamental: os algoritmos de sete e de oito pontos.

Restricao da caracteristica

Sendo A uma matriz m X n, a restrigao de caracteristica aplica-se quando se quer obter a
matriz que mais perto esteja de A e que tenha uma menor caracteristica, ou quando se quer
saber a distancia entre essas duas matrizes. Segundo Datta [Datta 94|, a distancia entre
uma matriz A e a matriz de menor caracteristica (mais préxima dela) é dada pelo menor
valor singular de A, diferente de zero. Em particular, se A for uma matriz quadrada, nao

singular, aquele valor é sempre a distdncia a matriz mais proxima.

(b)

Figura 2.6: (a) Efeito de uma matriz fundamental nao singular no cdlculo e respectiva
representagao das rectas epipolares. (b) Efeito de uma matriz fundamental singular no
calculo e respectiva representacao das rectas epipolares. Esta matriz € obtida for¢ando
a matriz da figura (a) a ter caracteristica dois.

Uma das mais importantes propriedades da matriz fundamental, F', é a de ser singular,
especificamente, de ter caracteristica dois. Sendo assim, muitas das aplicagoes que usam
a matriz fundamental baseiam-se nessa propriedade. Por exemplo, se F nao for singular,

entdo as rectas epipolares nao se intersectam num unico ponto, como se pode verificar na
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figura 2.6. Isto acontece porque nao existe a possibilidade de encontrar os espagos nulos de
F, e, portanto, os epipolos.

Assim, observando a solugao do sistema linear Af = 0, que resulta das equagoes (2.28)
e (2.29), verifica-se que, excepto para pontos correspondentes muito precisos, a matriz
fundamental, F', depois de estimada, nao tem determinante nulo, ou, por outras palavras,
nao tem caracteristica dois. Esta é uma das principais falhas dos métodos lineares de
estimacao da matriz F, e é uma das razoes para a sensibilidade da matriz fundamental ao
ruido. Portanto, para que a estimacao da matriz fundamental seja considerada completa,
F deve ter caracteristica dois. Se assim nao acontecer, deve ser executado algum processo
de imposicao dessa caracteristica.

O processo de imposi¢ao da restricdo de caracteristica pode ser feito de duas maneiras,
explicitamente dentro do método de estimagao [Agapito 97| ou posteriormente & estimagao.
Nao sendo objectivo desta dissertacao um estudo aprofundado deste processo, apresentam-
se, de seguida, apenas os dois métodos mais significativos para o fazer: o da imposicao da
caracteristica a posteriori e o algoritmo de minimizagao algébrica.

O método da imposicao da caracteristica a posteriori consiste na substituicdo da matriz
F estimada, por uma matriz F’ que minimiza a norma de Frobenius, ||F-F’||, sujeita a
det(F?) = 0 [Datta 94]. Isto é conseguido, impondo ao menor dos valores singulares de F o

valor zero. Se a decomposicao em valores singulares de F é dada por

1 0 0
F=U|0 0 |VF
0 0 73

em que 7, > T > T3 sao os valores singulares de F, impoem-se que 73 seja igual a zero. A

nova matriz fundamental que respeita a restricao da caracteristica dois vird igual a

1 0 O
FF=U|0  0|VL
0 0 0

Este método foi usado pela primeira vez por Tsai e Huang [Tsai 84] na estimagao da
matriz essencial, a qual, & semelhanca da matriz fundamental, teria que ter caracteristica
dois (ver equagao (2.17)). Segundo Hartley [Hartley 95], a imposigao da caracteristica a

posteriori torna-se mais tolerante a falhas quando se aplica aos dados de entrada uma
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operacao numérica denominada normalizacao. Veremos mais a frente em que consiste esta
operagao.

Este método peca por nao considerar a diferenca de importancia existente entre os
elementos de F. Na verdade alguns estao muito mais ligados aos pontos correspondentes
de entrada do que outros.

O procedimento mais correcto seria calcular a matriz de covariancia a partir dos ele-
mentos de F em termos dos dados de entrada e, de seguida, obter a matriz singular que
mais perto estd de F, através da minimizacao da distancia de Mahalanobis. Como esta min-
imizacao nao pode ser feita linearmente para qualquer matriz de covariancia [Hartley 00],
este método deixa de ser atractivo.

A alternativa possivel, com resultados muito semelhantes ao processo de minimizagao
da distancia de Mahalanobis, é a de estimar a matriz singular, F', directamente. Para tal, o
procedimento mais conhecido é o algoritmo de minimizacao algébrica.

Este algoritmo comega com a substituicio de (C4qRC.!)~T por H, na equacio (2.24),

da qual resulta

hi1 hi2 his hi2 — hizey hizez —hi1 hiiey — hise,
F =HlecJn = | har hos hog |[€]n = | hoo — hazey hoses — hor  hotey — hasey
h31 hs2 hs3 h32 — h3zey hszey —h31  hsiey — haze,

(2:30)

A matriz H é nao singular e [e.]n é a matriz antisimétrica e singular, que usa as coorde-

T
nadas homogéneas do epipolo, dadas por e, = [ ex ey 1 } . Considerando que os ele-

T
mentos de um vector f = [ fi1 fiz fiz for foo foz fa1 fa2 f33 } Sa0 0S Mesmos

que os da matriz F, e que os elementos da matriz H sdo os mesmos que os de um vector

h = | hyy hio his hoy hos haos hsy hsa hss }T, entdo a equagao (2.30) pode ser
reformulada em
—[eeln 0 0
f= 0 —[eeln 0 h =Gh (2.31)
0 0 —leeln
pois
—[ee]n 0 0
Gh=| 0 —JeJ. O |h=
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0 1 —e 0 0 0O 0 0 hi1 [ hia — haze,

-1 0 e 0 0 0 0 0 his hizes — hi1

ey —ex 0 0 0 0 0 0 his hiiey — hizes

0O 0 0 0 1 — 0 0 0 ha hag — hage,,
=0 0 0 -1 0 e 0 0 0 has | = | hozes — hoy

0 0 0 e —e 0 0 0 0 has harey — hases

0 0 0 0 0 0 0 1 —e|]|hsn haa — hazey

0 0 0 0 0 0 -1 0 e has hazes — hap

00 0 0 0 0 e —e 0 || hs]| | haey— haes |

A estimacao da matriz fundamental, F, parte do sistema de equacgoes Af = 0, como
foi visto atras. Sabendo que a matriz F é definida a menos de um factor multiplicativo,
assume-se, sem perda de generalidade, que a norma do vector f é um [Hartley 00]. Como

tal, a solucao deste problema passa por
mfi.nHAfH s.a |fll =1 (2.32)
Substituindo a equagao (2.31) em (2.32), fica-se com
Iaiﬁ ||AGh|| s.a |[||Gh||=1 (2.33)

Da solu¢ao para a minimizagao (2.33) resultam os elementos da matriz H, e, por con-
sequéncia, os elementos da matriz F pretendida. No entanto, este procedimento sé é possivel
se a matriz A tiver caracteristica oito ou nove.

Se o epipolo nao for conhecido a priori tera que se recorrer a iteratividade, devido ao
facto da equagao det(F) = 0 ser ciibica, em vez de linear. Assim, comega-se por estimar uma
matriz fundamental, F;, representada pelo vector f;, da qual se retira o epipolo €; = Ny(F;)
(neste caso ¢ = 0). A partir deste epipolo encontra-se um novo vector f; que minimiza a
equagao (2.33), e com ele calcula-se o erro algébrico ¢; = Af;. Posteriormente, utiliza-se
o algoritmo de Levenberg-Marquardt para variar e; iterativamente de forma a minimizar
||€i]|. O vector para onde todos os vectores f; convergem é o vector que representa a matriz
fundamental desejada.

O processo acima descrito pode, também, com base na equacao (2.23), partir de

hgiey —ho1r  hssey —has  hzzey — hog
F=led H=| hi1—hsie, hi2 — h32e, hiz — h3ze,

horey — hirey  hosey — hizey  hager — hisey



50 CAPITULO 2. BASES PARA UMA RECUPERACAO 3D

onde eq = (e, ey). Para este caso, sendo I3 a matriz identidade 3 x 3, a equacao (2.31)

passa a ser dada por

0 —I3  e,lI3
f=| Iy 0 —el3 |h=Gh (2.34)
—eyl3  e.l3 0
pois
0 —I3  eyl3
Gh = I3 0 —eI3 |h=
—e, I3 e.l3 0
0 0 0 -1 0 0 e 0 0 |[hn] [ hse,—ha |
0 0 0 0 -1 0 0 ey 0 hi2 h3ae, — hoo
0 0 0 0 0 -1 0 0 ey h1s h3se, — has
1 0 0 0 0 0 —e; O 0 ho1 hi11 — hs1eq
= 0 1 0 0 0 0 0 —e O hao | = h1o — h3oe,
0 0 1 0 0 0 0 0 —eq has hi3 — h3seq
—ey, 0 0 e; 0 0 0 0 0 h31 haies — hi1ey
0 —e O 0 e O 0 0 0 h3a haser — hizey
| 0 0 —e O 0 ey 0 0 0 || hss | | heser — hizey |

Apresenta-se no apéndice B a informagao necesséria a utilizacao das fungoes imprank.m
e mfminasi.m no MATLAB(©), as quais fazem, respectivamente, a imposicao da restricao de
caracteristica a posteriori e a estimacao de F através do método da minimizagao algébrica.

A funcdo mfminasi.m produz, além da matriz fundamental, F, uma matriz H.

Normalizacgao

Devido a falta de estabilidade nos sistemas lineares criados através das equagoes (2.28)
e (2.29), Hartley em [Hartley 95] argumenta que, normalizando o conjunto de pontos cor-
respondentes a introduzir nesse sistema, antes da estimacao de f, se consegue melhorar o
desempenho do algoritmo de estimagao. De acordo com Hartley, a analise do problema
conduz a aplicagao, separadamente para cada conjunto de pontos da respectiva imagem,

das seguintes accoes:

e translacionar as coordenadas do ponto correspondente, de forma a que a sua origem

fique no centro de massa do conjunto de pontos. Normalmente o centro das coor-
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denadas da imagem estd no canto superior esquerdo, tornando obscuros os valores

significativos das coordenadas;

e escalonar os eixos da imagem de modo a que a distancia média & origem seja /2.
Este escalonamento é conseguido calculando, para todos os pontos correspondentes,
a média euclidiana da distancia a origem. Depois, obtém-se o factor de escala com
a divisdo de v/2 pela média encontrada. Este processo termina quando todas as
coordenadas, do conjunto dos pontos correspondentes, forem multiplicados pelo factor

de escala.

Esta transformacao das coordenadas pizel, das imagens, tem a vantagem de melhor
balancear os elementos de f. Por isso, esta accao deverd ser executada antes da formagao
das equacoes (2.28), do sistema. Matematicamente, a operacao de normalizac¢ao transforma

as coordenadas homogéneas da imagem, p, e p,, de acordo com

Pen = Mepe Pdan = Mdpd

onde M, e My sao as matrizes que integram todas as transformacoes de normalizagao
descritas acima.

Depois da matriz fundamental, F, estar estimada, onde se inclui a imposicao da car-
acteristica dois, deve ser-lhe aplicada uma desnormalizacao, para que qualquer ponto nao
normalizado da imagem possa interagir com ela. A operagao de desnormalizacao da matriz
normalizada, F,,, é dada por

F = MIF,M,

A operacao de desnormalizagao nao é propriamente inversa a da normalizagdo pois, ape-
sar da matriz poder voltar a interagir com os pares de pontos correspondentes nao normal-
izados das imagens, foi eliminado da matriz desnormalizada algum ruido que permaneceria
se nao fosse feito o processo de normalizacao/desnormalizacao.

Uma vez mais, remete-se para o apéndice B a apresentacao do modo de utilizacao,
no MATLAB(®©), da funcdo de normalizacdo de um conjunto de pontos de uma imagem,
htnorm2d.m.

Convém mencionar que, devido aos seus resultados na reducdo do ruido, o processo
de normalizagao/desnormalizacao aqui descrito deve ser usado em qualquer método onde

intervenham dados bidimensionais [Hartley 98].
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Eliminacao de falsas correspondéncias

Como foi visto, a estimacdo da matriz fundamental faz-se tendo por base os pontos
correspondentes nas imagens. Todos os métodos apresentados consideram que a posicao
desses pontos nas imagens ¢ quase exacta (poderdo ter apenas um pequeno ruido). No
entanto, esta hipotese nem sempre é satisfeita. Neste sentido, nao é estranho que, por
vezes, na estimagao da matriz fundamental se encontre um processamento de eliminacao
de pontos que nao fazem sentido no seu conjunto global. Este processo é conhecido como
eliminacao de falsas correspondéncias.

Um dos métodos que se pode usar para executar este processamento é o RANSAC, o
qual sera explicado com pormenor na sec¢ao 2.7. A utilizagao do RANSAC na estimagao da
matriz fundamental, F, integra-se num processo iterativo que comeca por escolher sete pares
de pontos correspondentes aleatorios, com os quais calcula a matriz F. O facto de serem
apenas sete traz a vantagem da matriz fundamental ser estimada ja com caracteristica dois,
sem ter que a impor. Qutra razao para esta opcao, em vez do uso de oito pares de pontos
correspondentes, é que o numero de iteracbes que deverao ser feitas, para assegurar uma
alta probabilidade de eliminacao de verdadeiros pontos correspondentes que nao interessam
a estimagao, é exponencial em relagdo ao tamanho do conjunto de dados de entrada (7" <
8™) [Hartley 00]. A tnica desvantagem do uso de sete pares de pontos correspondentes na
estimacgao de F é a de poderem resultar trés matrizes em vez de uma, tornando o esforgo

de célculo trés vezes maior.

Posteriormente, com a matriz F, verifica-se quao perto de satisfazerem a geometria
epipolar, estao todos os pontos correspondentes, do conjunto de dados inicial. Como essa
verificacao se baseia na distancia, poderao existir duas escolhas claras para o calculo dessa
distancia. A primeira é conhecida como erro de reprojeccao [Zhang 96|, enquanto que
a segunda é referida como aproximagao de Sampson ao erro de reprojeccao [Hartley 00].
No entanto, devido a complexidade de ambas as maneiras, optou-se por usar a qualidade
da correspondéncia da matriz fundamental (ver apéndice A), pois obtém resultados satis-
fatérios [Zhang 96].

Depois de se fazer esta verificacdo da-se inicio a nova iteracao. O resultado final é o
que proporciona uma matriz que tem mais pares de pontos correspondentes a satisfazerem

a geometria epipolar, dentro de um nivel de erro especificado.

A informagao necessaria ao uso, no MATLAB(), da funcao que estima F eliminando as
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falsas correspondéncias existentes no conjunto de dados de entrada, mfransac.m, é apresenta

no apéndice B.

Algoritmo dos sete pontos

Este algoritmo é aplicado apenas quando a caracteristica da matriz A, dada pela equacao
(2.29), é sete. Na verdade, este método s6 encontra solugoes para o sistema Af = 0 porque
faz uso da propriedade de singularidade da matriz fundamental, F (det(F) = 0).

A solucao do sistema de equacoes Af = 0, neste caso, esta no espaco bidimensional de
oFq + (1 — Oz)Fg (235)

onde « é um escalar. Por seu lado, as matrizes F1 e Fy sao dadas pelo espaco nulo direito
da matriz A, que nesta situacao tem dimensao dois (NVz(A) = {f1,f2}).
Usando agora a restricao de singularidade da matriz F encontram-se as solucoes da
equacao polinomial cibica
det(aF1 + (1 — a)F2) =0 (2.36)

que na realidade sao os possiveis valores que « pode ter de forma a satisfazer a equacao
(2.36). Essas solugoes serao todas reais ou, entao, serdo duas complexas e uma real. As
solugdes complexas nunca se consideram [Hartley 00].

Com as solugoes reais obtém-se as matrizes fundamentais através da equagao (2.35). A
melhor solucao, caso hajam trés solugbes reais para «, terda posteriormente que ser obtida
comparando todas as matrizes encontradas. Para mais pormenores veja-se [Zhang 96] e
[Hartley 00].

No apéndice B, mostra-se a informag@o necessaria a utilizacado, no MATLAB(©), da
funcdo mfmin.m, a qual estima F quando a caracteristica de A é apenas sete. Ai, a com-
paracao entre as matrizes fundamentais encontradas é feita com base na distancia dos
pontos usados na estimagao as respectivas rectas epipolares. Esta comparacao designa-se

por qualidade da correspondéncia da matriz fundamental (veja-se o apéndice A).

Algoritmo dos oito pontos

Como ja foi referido, a solugao éptima na estimagao da matriz fundamental ocorre quando
a matriz A, do sistema Af = 0, tem caracteristica oito. Assim, surgiu a ideia de forcar essa

caracteristica, impondo a um dos elementos de f o valor 1. A partida, parece que com esta
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mudanca se estd a encontrar uma solugdo particular, mas no caso da matriz fundamental,
F, em que a solucao final é definida a menos de um factor de escala, obtém-se a melhor
solucao possivel. A restricdo que é imposta, tem a propriedade de eliminar a solucédo trivial
do sistema homogéneo inicial, que normalmente nao ¢é a pretendida [Zhang 96].

Este tipo de resolucao, aplicado somente quando se pretendem solucoes definidas a
menos de um factor multiplicativo, foi descrito e usado pela primeira vez por Longuet-
Higgins [Longuet-Higgins 81] na estimagao da geometria epipolar. Ficou conhecido, nesse
campo de estimagcao, por algoritmo de oito pontos. Apesar de bastarem apenas sete pontos
para determinar a matriz fundamental, o algoritmo de oito pontos é o processo mais comum
na estimacgao de F. Nele utilizam-se, sempre, pelo menos oito pontos.

A escolha da varidvel a restringir nao é arbitraria, como é discutido em [Luong 93]. Para
melhor se perceber este facto, sejaf=| f; fo --- f, }T, a solugao éptima final de um
qualquer sistema linear de equages. Suponha-se que f; < 1 (ou f; > 1), e que fr ~ 1, com
1 < i,k <n. Se no processo de estimagao do vector f restringissemos fr = 1, obteriamos
um valor mais préximo da solucao 6ptima final, do que se tivéssemos feito f; = 1. Como é
obvio, se forcarmos uma das varidveis a ser um, e na realidade ela é muito mais pequena
(ou muito maior), o resultado da estimagao serd um desastre. Como nao sabemos, a priori,
qual das varidveis esta mais proxima da unidade, a solucao para este problema consiste em
testar todas as combinagoes e guardar a melhor estimagao.

Torna-se conveniente nesta fase abordar a técnica de passagem de um sistema linear
do tipo Af = 0 para o seu equivalente do tipo A’f’ = b. Recuperando a equacdo (2.28),
atribui-se & varidvel f33 o valor de um, para uma melhor explanacdo. Assim, reformulando

a equacao (2.28) através da aplicacao deste conhecimento obtém-se
gif’ = -1

onde

g’i:{xexd TdYe Td TelYd YeYd Yd Le ye}

f’:{fll f12 f13 f21 f22 f23 f31 f32 }T

Tendo um conjunto de n pontos correspondentes, formamos, a semelhanca do que foi
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feito na equagao (2.29), um sistema linear de n equagoes e oito incégnitas A’f” = b, onde

g’

A’ — g’
g'n

e o vector b é composto por n valores —1.

Tal como se viu para f33, pode-se atribuir a qualquer outro elemento do vector f, o valor
1. Nesse caso, para f;;, com 1 < 4,5 < 3, elimina-se da equacao (2.28) os elementos g;; e
fij, e cria-se um vector b com n valores iguais a —g;;. Esta situacao faz com que o vector
f passe a ter norma 1, em vez da inicial norma 0. O facto da norma do vector f ser um é,
na verdade, o algoritmo dos oito pontos.

Se, neste método, forem usados exactamente oito pontos correspondentes, o resultado
teria muito provavelmente grandes erros, devido a inexactidao das posigoes tridimensionais
dos pontos, escolhidos nas imagens [Hartley 95]. O uso de mais pontos leva-nos, assim,
apesar de se ficar com um sistema sobre-determinado, a uma melhor solucdo. Nesta situagao,
0 processo matematico de estimagao pode ser obtido através de um método numérico que
aplique os minimos quadrados, nao esquecendo de sujeitar a solugdo a condicao da sua
norma ser um. A matriz fundamental resultante, s6 em casos raros origina uma matriz que
valida a restricao de caracteristica dois.

No apéndice B, encontra-se a informacao necessédria a utilizacdo, no MATLAB(©), da

funcao que estima F através do método dos oito pontos, mf8pta.m.

Outras consideracoes

Foram apresentadas, nesta secgéo, varias maneiras de estimacéo da matriz fundamental.
Torna-se, no entanto, importante mencionar algumas notas sucintas sobre qual o método
mais desejavel para certas pretensoes.

Assim, se for pretendido um método rapido e facil de implementar, deve-se usar o algo-
ritmo dos oito pontos normalizado. Este método origina quase sempre resultados adequados,
sendo ideal como primeira fase de outros métodos, como por exemplo o método da mini-
mizagao algébrica. Se, por outro lado, for desejavel mais precisao na estimacao da matriz
fundamental, deve-se usar o método da minimizacao algébrica, com ou sem a iteragao sobre

a posicao do epipolo.
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Os métodos de estimagao que se apresentou sao, segundo Hartley [Hartley 00], sufi-
cientes para a obtencao de excelentes estimagoes. No entanto, a estimagdo da matriz fun-
damental pode ser feita, alternativamente, através de outras formas [Zhang 96]. Por opcao,
essas maneiras nao fazem parte deste estudo, uma vez que nao sdo imprescindiveis para se

atingir o trabalho proposto.

2.4.3 Obtencao da distancia focal

Segundo [Nayar 98] é possivel recuperar a distancia focal de uma camara a partir da
matriz fundamental, F. Este dado é um dos mais importantes a conhecer quando se exe-
cutam, por exemplo, processos de reconstrucao tridimensional. A sua determinagao é feita
da maneira que se segue.

Sendo A e Ay os respectivos valores préprios positivos e negativos de Fy = F + F7 ¢

sendo v e vo os respectivos vectores proprios associados a A1 e Ay, define-se

m = \/)\—1V1 + —)\2V2

ou
m = \/)\_1V1 —V—=A2vy

Esta ambiguidade pode ser resolvida da seguinte forma, aquela que das expressoes anteriores
for equivalente a 1 = e, A e4 é ignorada. A recuperagao da distancia focal f é feita através

da condicao
lT

wm —0
\/(ITWI) (mTwm)
onde
f2 0 0
w=|0 f20
0 0 1

2.5 Transformacoes projectivas

O importante problema da correspondéncia, além de poder ser tratado através do uso da

geometria epipolar, pode também ser resolvido com recurso as transformacgoes projectivas.
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Por definigao, chama-se transformacao projectiva (ou colineagao) de pontos do espago
vectorial P™ em pontos do espago vectorial P™, a toda a aplicacao linear, em coordenadas
homogéneas, que se exprime, na sua forma matricial, por

Pt — P

(2.37)
r, — P, =HP,

A matriz H, que define esta transformagao, tem (m + 1) x (n + 1) elementos.

Convém recordar que os vectores P,, e P,, estao definidos a menos de um factor mul-
tiplicativo, pois sao usadas as suas coordenadas homogéneas. Este facto implica que a
matriz H seja, também ela, definida a menos de um factor de escala. Por sua vez, esta
situacao leva a que qualquer transformacao projectiva de P" em P™ tenha exactamente
(m+1) x (n+1) — 1 graus de liberdade.

Dentro das muitas transformagcoes projectivas existentes, interessara a esta dissertacao
a transformacao projectiva entre dois espagos vectoriais iguais (m = n). Neste caso, todas
as transformacoes projectivas sao designadas por homografias e definidas através de uma
matriz nao singular. Para um dado n, o conjunto de todas as homografias possiveis forma
um grupo que se designa por grupo projectivo de grau n. Particularizando ainda mais, ird
ser abordado apenas o caso do grupo projectivo de grau 2 (m = n = 2). A razao para se
fazer apenas esta abordagem é obvia, pois pretende-se relacionar imagens, que sao espagos

vectoriais bidimensionais, de forma a serem encontrados pontos correspondentes entre elas.

2.5.1 Calculo de transformacgoes projectivas

O célculo de qualquer transformagcao projectiva, H, a menos de um factor de escala, nao
¢ mais do que a determinacao dos seus (m + 1) x (n + 1) — 1 parametros independentes.
Para isso, como se pode constatar através da equacao (2.37), é necessario, a partida, o
conhecimento de alguns pontos correspondentes nos dois espagos vectoriais.

No processo de calculo de transformacoes projectivas, por cada correspondéncia entre
um ponto de P" e a sua imagem de P™, formam-se (m + 1) equagoes lineares. No entanto,
durante a estimacao dos parametros independentes da transformacgao projectiva, o factor
multiplicativo, integrado nas (m + 1) x (n + 1) incognitas, é eliminado, ficando-se apenas
com m equagoes linearmente independentes. Esta situacao leva a que sejam necessarios
(n + 1+ =) pares de pontos correspondentes, para a completa definicao da transformacao
H.
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No caso das homografias, é necessirio conhecer pelo menos (n + 2) pares de pontos
correspondentes para determinar todos os seus parametros. Além disso, existindo o con-
hecimento de mais do que (n + 2) pares de pontos correspondentes, é necessario que haja
uma base projectiva de exactamente (n+2) pontos em cada espago vectorial. Caso isto nao
aconteca nao se pode estimar a homografia.

De acordo com o objectivo do presente trabalho, centra-se, seguidamente, a atencao no
problema da estimacao de homografias de grau 2, definidas a menos de um factor multi-
plicativo, devido & necessidade de relacionar imagens entre si, bem como uma imagem e
um plano 3D. Sejam entao p, = ke [ Te Ye |1 }T e p; = kg [ g Yqg 1 ]T, os pontos
correspondentes em cada espago vectorial, isto é, na respectiva imagem esquerda e direita.

Expandindo a equagao (2.37) para este caso (m = n = 2) obtém-se

Zq hi1 hi2 his Te
kpg=Hp. < k| yqs | = | har ha hos Ye (2.38)
1 h31 hsa hss 1

ou, de outra forma,
kxg = h11we + h12ye + 13
kyq = ho1xe + hasye + ho3
k = h31xe + h3aye + h33

com k = 2—3, um factor de escala diferente de zero, que agrega as coordenadas homogéneas
de ambos os pontos.

Fazendo a eliminacao de k nas duas primeiras equagoes do sistema anterior e reformu-
lando-as de modo que as incégnitas sejam os coeficientes da homografia H, obtém-se, na

forma matricial, a equacao seguinte

h11
hi2
his
ha 0
hoy | = < Ah=0 (239
0 0 0 2z Ye 1 —ZeYq —YelYd — Yd 0

has
h31
h32

h3s

Te Y 1 0 0 0 —zexyq —TqYe— 24
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Confirmando o que foi dito atras, para cada par de pontos correspondentes sao geradas
duas equagOes. Assim, comprova-se a necessidade de pelo menos quatro pares de pontos
correspondentes para estimar a homografia, H. Esta estimacao fica concluida quando se
encontrar a solugao do sistema de equagbes Ah = 0, sendo a matriz A constituida pelas
sub-matrizes A;, da equagao (2.39), resultantes do uso dos diferentes pares de pontos corre-
spondentes. Esta maneira de obter a matriz H é conhecida como estimacao nao homogénea.

A forma homogénea de estimagao da homografia H parte de
ps ANHp, =0« [psJsHp, =0 (2.40)

Esta equacao define o conhecimento de que o produto externo entre dois vectores iguais é
o vector nulo (notar que p; = Hp,). Como as equagoes (2.39) e (2.40) sdo equipardveis, o
modo de obtencao da solucao é feito da mesma maneira. Devido ao facto das homografias
serem definidas a menos de um factor multiplicativo, pode-se omitir uma das equacoes
geradas por (2.40) [Hartley 00].

Como se pode verificar pela equagao (2.39), a matriz homogréfica de grau 2 tem nove
elementos e é definida a menos de um factor de escala. Logo, a matriz A, deste sistema,
deve ter caracteristica oito (solu¢ao 6ptima) ou caracteristica nove.

Quando a matriz A tiver caracteristica oito, o sistema Ah = 0 tem uma tnica solugao
para h, ja definida a menos de um factor multiplicativo. Esta solucao, que pode ser obtida
por varios métodos numéricos lineares, é dada pelo espaco nulo direito da matriz A.

Se os dados de entrada para a estimacao de h nao forem exactos, devido ao ruido
nas coordenadas dos pontos correspondentes, entao a caracteristica de A é nove. Nesta
situacao terd que se usar o método dos minimos quadrados para obter a solucdo. Neste
caso, a justificacao reside no facto do sistema de equacoes Ah = 0, neste caso, poder nao
ter solucao, e, assim, garante-se sempre uma. Deixa-se para a seccao 2.7, desta dissertacao,
a explicagao do método dos minimos quadrados.

A semelhanca do que acontece com a estimacao da matriz fundamental, se forem us-
ados apenas quatro pares de pontos correspondentes, muito provavelmente o resultado da
estimacao terd grandes erros, devido a inexactidao das posicoes tridimensionais dos pontos
correspondentes escolhidos. E aconselhavel, portanto, o uso de mais pares de pontos para se
obter uma solucao 6ptima, apesar de se poder cair na situagao da matriz A ter caracteristica
nove.

No apéndice B apresenta-se a informacgao necessaria a utilizagdo, no MATLAB(), da
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funcao mhest.m, a qual faz a estimacao da matriz homografica para qualquer das situagoes
referidas.
De seguida abordar-se-ao as seguintes questoes importantes para a estimagao da matriz

homografica:
e normalizacao
e climinacao de falsas correspondéncias

e algoritmos de estimacao

Normalizacgao

Segundo Hartley [Hartley 98] [Hartley 00], o célculo da transformacao H deve integrar a
operacao de normalizacdo aos seus dados de entrada. As razoes para a sua aplicacao sao as
mesmas que as apresentadas na seccao da estimacao da matriz fundamental.

Devido a necessidade de, neste trabalho, estimar homografias entre uma imagem e um
plano tridimensional e face a falta de estabilidade nos sistemas lineares, além da normal-
izacao do conjunto de dados bidimensionais (como foi foi visto na secgao 2.4.2), deve-se
normalizar, também, o conjunto de dados tridimensionais para melhorar o desempenho do
algoritmo de estimacdo, conforme argumenta Hartley. Assim, de acordo com este autor,
a andlise do problema conduz a aplicacao, separadamente para cada conjunto de pontos

tridimensionais, das seguintes accoes:

e translacionar as coordenadas do ponto correspondente, de forma a que a sua origem

fique no centro de massa do conjunto de pontos;

e escalonar os eixos do sistema tridimensional do mundo, de modo a que a distancia
média & origem seja v/3. Este escalonamento é conseguido calculando, para todos os
pontos 3D, a média euclidiana da distancia a origem. Depois, obtém-se o factor de
escala com a divisao de /3 pela média encontrada. Este processo termina quando
todas as coordenadas, do conjunto dos pontos 3D, forem multiplicados pelo factor de

escala.

Depois de feita a estimacao da homografia, deve ser-lhe aplicada uma desnormalizacao,

tal como acontece com a transformagao dos dados bidimensionais, para que qualquer ponto
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nao normalizado do mundo 3D possa interagir com ela. Assim, para a matriz H, esta

operacao difere da aplicada para a matriz fundamental pois é feita através de
H=M;'H,M,

sendo H,, a homografia obtida com um conjunto de dados normalizados.

Convém mencionar que, devido aos seus resultados na reducao do ruido, o processo
de normalizagao/desnormalizacao aqui descrito deve ser usado em qualquer método onde
intervenham dados tridimensionais [Hartley 98].

Uma vez mais, remete-se para o apéndice B a apresentagdo do modo de utilizacao,
no MATLAB(®©), da funcao de normalizacao de um conjunto de pontos de uma imagem,

htnorm3d.m.

Eliminacao de falsas correspondéncias

De forma a eliminar as falsas correspondéncias do conjunto de dados inicial, pode ser
aplicado ao calculo da homografia, a semelhanca do que foi explicado para a matriz fun-
damental, o método do RANSAC (este método serd explicado na seccao 2.7). A utilizagao
do RANSAC na estimacao de homografias de grau 2 integra-se num processo iterativo que
comeca por escolher, aleatoriamente, quatro pares de pontos correspondentes do conjunto
de dados inicial. Com esses pontos calcula-se a homografia, que serd a base para a veri-
ficacao de quao perto estao os pontos do conjunto de dados inicial dos seus correspondentes
calculados. Esta verificacao, a semelhanca da que é feita para a matriz fundamental, usa a
qualidade da correspondéncia da matriz homogréfica (ver apéndice A) pois obtém resultados
satisfatorios [Zhang 96]. Depois de se fazer esta verificagdo dé-se inicio a nova iteragao. O
resultado final é o que proporciona uma matriz que tem mais pares de pontos a coincidirem
com os seus correspondentes calculados, dentro de um nivel de erro especificado.

No apéndice B é apresentada a informagcao necessaria ao uso, no MATLAB(©), da fungao
mhransac.m, a qual estima H eliminando as falsas correspondéncias existentes no conjunto

de dados de entrada.

Algoritmos de estimagao

Salvaguardadas as devidas diferencas, os métodos para a obtengao da solucao do sistema

Ah = 0, da equacao (2.39), sdo os mesmos que os utilizados na estimagao da matriz
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fundamental.

Como exemplo desta afirmagao veja-se o algoritmo dos oito pontos. A aplicagdo deste
método na estimacao da homografia, H, é linear, mas inspira algum cuidado. Segundo
Hartley [Hartley 00], se a origem do sistema de coordenadas de um dos espagos vectoriais
tiver um correspondente no infinito, obtido através de uma matriz H, o elemento hsg dessa
matriz deve ser zero. Ao ser-lhe atribuido o valor 1, falha-se completamente a estimacao
de H. Remete-se, mais uma vez, para o apéndice B, a informagao necessaria ao modo
de funcionamento, no MATLAB(), da funcao que estima H através do algoritmo dos oito

pontos, mh8pta.m.

2.5.2 Homografias infinitas

Para se introduzir o conceito de homografia infinita ou homografia de um plano no
infinito, seja P = (X,Y, Z), um ponto 3D, cujas projecgoes nas imagens esquerda e direita,
Sa0 pe € pg, respectivamente. As coordenadas homogéneas, quando este ponto estd no
infinito, sdo dadas pelo vector P = { XY Z 0 }T. Considere-se, também, que as duas
camaras, representadas na figura 2.5, tém matrizes de pardmetros intrinsecos C, e Cy e que
as suas matrizes de orientagao e vectores de posicao sao Re, Ry, t. e tg4, respectivamente.

Para a imagem esquerda, com base na equagao (2.6), tem-se
kp.=Cc| Re t. |P P=(CR.) 'kp, (2.41)
Substituindo P, numa equagao equivalente a (2.41) para a imagem direita, obtém-se
kpy = CqR4(C.R.) 'kp, (2.42)

Eliminando o factor de escala da equacao (2.42) conclii-se que a homografia infinita é dada
por

H, = C,;R4R;'C;! = C4RC.! (2.43)

onde R é a matriz de rotagao entre as camaras, representada na figura 2.5.

Esta homografia é a mesma que se obtém no caso da camara efectuar uma rotagao pura
em torno do seu centro de projeccao. Quando a diferenca entre as posicoes da camara esta
s6 na rotacao, todos os planos tém a mesma homografia, tirando os que contém o centro

Optico, para os quais ela nao estd definida. No caso de uma camara realizar uma translacgao
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pura, mantendo os seus parametros intrinsecos constantes, esta homografia passa a ser dada
pela matriz identidade.

As razdes para a apresentacao do conceito das homografias infinitas séo duas. A primeira
é que a homografia infinita tem um papel importante nas reconstrugoes e calibragoes afins.
A segunda, prende-se com o facto do uso desta matriz reduzir o espaco de procura de
pontos correspondentes, sobre as rectas epipolares, quando se usa a matriz fundamental
[Hartley 00].

2.5.3 Relacgoes entre a matriz fundamental e as homografias

Para se obter a relacao entre a matriz fundamental F e a homografia H, comeca-se por
considerar pg, um ponto genérico da imagem direita, e4, o epipolo dessa mesma imagem e
q, um ponto qualquer pertencente a recta epipolar que passa por py. Esta recta epipolar é
dada por

piledlfa =0 (eaApy) qa=0 (2.44)

Como g pode ser um ponto qualquer da recta epipolar, entao seja
q=py = Hp, (2.45)
Assim, da substituicao da equagao (2.45) em (2.44) obtém-se
pg lea]\Hp, =0 < pjFp, =0

com

F = [e){H = —[eq]\H (2.46)

Uma outra maneira de se obter esta mesma relacao passa pela definicao da homografia H
e das rectas epipolares da imagem direita que passam pelo epipolo e4, dadas por r. = Fp,.
Ambos os pontos p, e pg sdo a projecgdo, nas imagens, de um ponto genérico 3D, sendo
portanto correspondentes. Assim, py deve pertencer a recta epipolar de p.. Utilizando estes

conhecimentos obtém-se

re = €qpq = Fp, < [eqapy = Fp. & [eq]n\Hp, = Fp,

de onde se chega a
F = [eq)n\H (2.47)
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A primeira vista, parece que os resultados apresentados nas equagoes (2.46) e (2.47) nao
sao coerentes, mas isso nao é verdade. Como a matriz fundamental é definida a menos de

um factor multiplicativo, entao a relagao geral entre F e H ¢
F = k[e4]\H (2.48)

com k um qualquer factor multiplicativo.
Todo este raciocinio pode ser feito com o uso do epipolo da imagem esquerda, e., onde
esta relacao é dada por
F = kH T[e]n (2.49)

com k um qualquer factor de escala.
Conhecendo agora estas relagoes, pode-se dizer, com ajuda das equagoes (2.23) e (2.24),
que a homografia H é dada por
H = kC,RC_!

onde k é um qualquer factor de multiplicativo. No entanto, esta nao é a sua inica expressao.
Da maneira como foram deduzidas as equagoes (2.48) e (2.49), constata-se que a matriz H
pode ser dada por qualquer homografia existente entre as imagens [Hartley 00]. A razao para
tal, encontra-se no facto de bastarem quaisquer quatro projecgoes de pontos 3D coplanares
para a definirem.
A equagao
FFH+H'F=0

estabelece uma outra relagao entre as homografias e a matriz fundamental. Além disso, pode
servir para verificar a coeréncia de uma homografia estimada com a matriz fundamental e
vice-versa. A prova desta equagao baseia-se nas equagoes (2.48), (2.49) e na propriedade da

matriz antisimétrica, na qual [v]} = —[v],, para qualquer vector v.

2.6 Superficies Reflectoras

Recorde-se que, para determinar a informagao 3D a partir de imagens, explorando a
disparidade entre os pontos projectados, sdo necessarios varios pontos de vista (dois no
minimo). Além disso, se a cena possui elementos dinamicos, as imagens devem ser captadas

em simultaneo. No entanto, a maioria dos sistemas de aquisicao de imagens video de hoje,
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nao permite trabalhar com entradas simultaneas e sincronizadas. Além destes factos, e
tendo em mente que a introducao de processos no meio industrial fica mais facilitada se os
seus custos forem reduzidos, tornou-se imperativo, neste trabalho, passar pela introducao
de superficies reflectoras em processos de determinacao de informagao 3D.

De forma a nao cair na generalidade, este trabalho concentra-se somente nos espelhos
planares. Existem trés grandes categorias de espelhos planares. O vulgar espelho caseiro,
conhecido pelo nome técnico de espelho de metal, devido a ter na parte detras da superficie
de vidro prateada, uma malha metélica. E esta malha, protegida por uma camada de tinta,
que faz com que os raios sejam reflectidos. Além deste tipo, existem ainda os espelhos
dieléctricos, os liquidos e os separadores de raios. Este trabalho ird usar somente os espelhos

de metal.

Cena 3D

Figura 2.7: Modo de funcionamento dos espelhos. O ANABC, é o maior corte lateral
do volume de cobertura da camara. C,, € o centro optico da camara virtual equivalente
ao centro optico C', da camara real, que resulta da introducao do espelho. C, fica a
mesma distancia, também medida na perpendicular, a que C, estd do espelho, do seu
lado oposto.

Antes de passar aos sistemas de aquisicdo de imagens que recorrem a espelhos, passemos
em revista os principios que os regem. O potencial dos espelhos planares assenta na sua
capacidade em redireccionar os feixes de luz sem distorcer os angulos a que eles chegam aos
espelhos. Isto é, quando um feixe de luz encontra um espelho, a um angulo «, é reflectido
com um angulo (180 — «). Este efeito de redireccionamento, chamado de dobra do feixe de
luz, pode ser melhor compreendido com o auxilio da figura 2.7.

Relativamente a esta figura, ha que salientar alguns aspectos. O primeiro esta na redugao

do espago que vai desde a camara até a cena 3D com a introdugao do espelho. Esta reducao



66 CAPITULO 2. BASES PARA UMA RECUPERACAO 3D

ocorre sempre que o numero de dobras do feixe de luz aumenta. No entanto, é necessaria
muita atencao a este nimero pois ele condiciona a intensidade dos feixes. A operacao de
reducao de espacgo também pode ser feita se alargarmos o tamanho do espelho e o movermos
mais para perto da cena 3D a captar.

Um outro aspecto a salientar da figura 2.7, tem por base o tridngulo ai representado
(AABC,). Este triangulo é sempre o maior corte lateral do volume de cobertura da camara,
dado estar-se sempre a lidar tridimensionalmente com um cone ou um prisma rectangular
de luz. A dobra feita a este triangulo leva a camara a mudar de posi¢do, para conseguir
ver a mesma cena do mundo 3D. Nesta situagao, a representacao da camara que fica atras
do espelho e que tem as mesmas caracteristicas épticas da camara real (simbolizada por
Cy), chama-se camara virtual. O centro éptico da camara virtual fica & mesma distancia,
também medida na perpendicular, a que o centro éptico real estda do espelho, do seu lado
oposto. A explicacao geométrica deste facto é dada de seguida.

Por definicao LADF = /C,DE = «. Como o ANABC, é o mesmo que o ANABC,,
com a diferenca da sua ponta estar dobrada, entdo C,D = C,D. Por outro lado, sendo

/CyDE = /ADF = q, pois sao simetricamente opostos, e EF | C,C,., entao

C,E=C,E=d

Para mais pormenores veja-se [Baker 98].

Quando se fala de espelhos, tem-se, obrigatoriamente, que interpretar a imagem no
espelho, ou por outras palavras, compreender a simetria entre a imagem no espelho e a
cena 3D vista. De forma a uma melhor explicagao, considere-se a figura 2.8. Nesta figura
mostra-se que a direccao normal & superficie do espelho da cena 3D é invertida quando vista
no espelho. A imagem no espelho depende da localizacao do espelho relativamente a cena
do mundo 3D. Esta inversao, conhecida por inversao frente-para-trds, leva a que algo que
esteja mais perto do espelho, e portanto mais longe do ponto de vista real, fique na imagem
no espelho, olhada daquele ponto de vista, numa posicao mais perto desse mesmo ponto de

vista.

2.6.1 Zona de cobertura dos sistemas de aquisicao

Revistos os principios gerais que regem os espelhos, passa-se a tratar das questoes lig-

adas aos sistemas de aquisi¢ao de imagens, compostos por um conjunto de espelhos e uma
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Figura 2.8: Simetria criada pelo espelho. Um espelho inverte a direccio normal
a superficie do espelho da cena 3D. Dependendo do posicionamento do espelho, a
inversao pode ser feita da direita para a esquerda (parte esquerda da figura) ou do
topo para o fundo (parte direita da figura). Quando ambas as inversoes sao feitas ao
mesmo tempo obtém-se o mostrado na parte central da figura.

tnica camara. Uma vez mais, esta opcao foi tomada para que a dissertacdo nao caisse na
generalidade e nao se perdesse nas imensas possibilidades. O objectivo destes sistemas é
o de adquirir varias imagens de uma mesma cena do mundo 3D. Para que isso aconteca,
tem que se conseguir uma geometria com os espelhos, tal que seja simulada, a partir da
Unica camara existente, a presenca de varias cAmaras virtuais. Para que as imagens sejam
da mesma zona da cena, cada camara virtual tem que possuir uma zona em comum, a qual
se chamard de zona de cobertura. Para uma melhor percepcao deste conceito, assumindo
sempre o uso de camaras de CCD rectangular, veja-se a figura 2.9. Ao interior da figura
geométrica, produzida pelos feixes de luz limitrofes de entrada no CCD, chama-se volume
de cobertura e a intersecgao dessa figura geométrica com os diferentes planos intervenientes
designa-se por area de cobertura nesses planos. Esta questao merece ser estudada pois como
ha simulacdo de camaras através do uso dos espelhos, torna-se necessario saber qual é a
zona comum a essas camaras para que a cena 3D pretendida seja 14 enquadrada.

Quando se tem apenas uma camara CCD, o volume de cobertura é dado pelo interior
de um prisma rectangular (ver figura 2.9). Na simulagdo de duas camaras, por ac¢ao dos
espelhos, o volume de cobertura é obtido através da interseccao de dois prismas rectangu-
lares, onde o resultado, conforme o posicionamento dos espelhos, é uma figura geométrica

mais ou menos complexa.
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Volume de cobertura

Figura 2.9: Zona de cobertura. Zona da cena 3D que a camara conseque captar. Ao
interior da figura geométrica, produzida pelos feizes de luz limitrofes de entrada no
CCD, chama-se volume de cobertura. As intersec¢oes dessa figura geométrica com
0s planos de medida e do chao designam-se por drea de cobertura desses respectivos
planos.

A 4rea de cobertura, segundo um dado plano, é obtida pela interseccao da referida figura
geométrica com esse plano. No entanto, de todos os planos possiveis, os que verdadeiramente
interessam s@o 0s que estao representados na figura 2.9, designadamente o plano onde
assentam todos os espelhos (plano do chao) e o plano paralelo aos espelhos e perpendicular
ao plano do chao (plano de medida). A drea no plano do chéao informa-nos sobre os limites
onde a cena 3D, a captar, se deve situar. Por seu lado, a area de cobertura no plano de
medida relata até que altura, em relacao ao plano do chao, a camara consegue captar. Como
as areas de cobertura nos diferentes planos dependem dos espelhos, faremos s6 o estudo para
planos rectangulares e para a area de cobertura no plano do chdo. A razao deve-se ao facto
dos célculos serem semelhantes para ambas as dreas (podendo diferir apenas com o tamanho
dos espelhos).

Entre as possibilidades de se organizar este estudo, optou-se por agrupar as geometrias
dos sistemas deste tipo, em termos de resultados de imagem. Serdo apresentados somente
exemplos de resultados estereoscépicos, pois o modo de aproximacao para outras situagoes
é exactamente o mesmo. Assim, temos como primeiro grupo aquele cujo resultado sao duas
imagens da mesma cena a uma notavel diferenca de distancia de captacao, enquanto que
no segundo grupo aparecem as imagens onde essa diferenca nédo é significativa. A distancia

de captacao prende-se com a distancia que os raios de luz percorrem até chegar a camara.
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Obviamente, os que andam mais, produzem imagens mais distantes.

camara

Figura 2.10: Vista perpendicular, em relagao ao plano do chao, de uma configura¢ao
exemplificativa, a qual resulta de notdveis diferencas de distancia de captagao e im-
agem resultante desta configuracdo. A zona pintada, no esquema, € a drea de cober-
tura sequndo esse plano.

Tendo sempre como linha de pensamento o processo da reconstrucao, e sabendo que se
ird recorrer a correspondéncia entre as imagens, o primeiro grupo nao tem interesse para
processo, como se pode constatar pelo exemplo mostrado na figura 2.10.

O segundo grupo ainda pode ser subdividido, segundo o posicionamento dos espelhos,
entre aqueles que tém uma geometria simétrica a um eixo vertical ou horizontal e aqueles
onde nao existe essa simetria. O primeiro subgrupo serd mencionado como grupo simétrico,
enquanto que o segundo serd designado por grupo nao simétrico. Nestes dois grupos existem,
obviamente, muitas configuragoes especificas. No entanto, serdo apresentados apenas dois
exemplos que, além de serem suficientes em termos de explicacao de como se executa a
definigdo de uma dada configuracao, serao parte integrante do trabalho desenvolvido.

O tamanho do CCD da camara esta relacionado com os dngulos maximos de entrada dos
feixes na camara. Assim, para os cdlculos dos dois exemplos seguintes, serdo considerados
os angulos 6. e 0, medidos em relagao ao feixe central de entrada de luz na camara e aos
limites de entrada esquerdo e direito, respectivamente, de feixes de luz impostos pela forma
do CCD. Para estes dois casos, a medida A serd considerada como a drea de cobertura no
plano do chao.

O grupo simétrico é exemplificado com a figura 2.11. Esta configuragao é semelhante a

divulgada pela Inria [Mathieu 95], diferindo no facto de a # ¢. A razao para esta pequena
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+— Plano de medida

camara

Figura 2.11: Geometria simétrica. Vista perpendicular ao plano do chao da con-
figuragao simétrica, escolhida para os espelhos e para a camara, e imagem resultante
do uso desta geometria. 6. e 0, transmitem a projeccao do tamanho do CCD no
plano do chao. Ty e Ty sao as medidas das larguras dos espelhos pequenos e grandes,
respectivamente. A zona pintada, A, € a drea de cobertura no referido plano.

mudanca deve-se a tentativa de generalizacao desta configuracao, através da possibilidade
da diminui¢ao do espaco ocupado pela camara e pelo conjunto de espelhos.

O primeiro destaque na notacao apresentada na figura 2.11 vai para o angulo o, que é
o angulo que o feixe central de entrada de luz na camara faz com o eixo de simetria (cuja
direccao é segundo o eixo das ordenadas do plano do chao). Torna-se evidente que o valor
de o nao pode ser tal que a cdmara aparega na imagem captada. T e Tb sao as medidas
das larguras dos espelhos pequenos e grandes, respectivamente. « e 3 sdo os angulos que
os espelhos T7 e T, fazem, respectivamente, com o eixo das abcissas do plano do chao.
Por fim, a é a distancia medida sobre o eixo de simetria entre a camara e a jungao dos
espelhos 17, enquanto que ¢ é a mesma medida em relagao aos espelhos T>. O valor de b
¢é a distancia, medida sobre a perpendicular ao eixo de simetria, entre os espelhos 17 e 1.
A distancia d é a que fica entre o extremo, mais proximo da camara, do espelho T e do
plano de medida. Torna-se obvio que, nesta configuragao, os angulos « e 8 tém que ser
ajustados de maneira a se conseguir uma area de cobertura com a mesma forma da que foi
apresentada na figura 2.11. Assim, o valor do angulo « tem que ser tal que os feixes de luz
nao se percam entre os espelhos, enquanto que o angulo 8 tem que ser sempre superior ao
angulo a.

Da configuragao apresentada na figura 2.11, surgem, devido ao modo de funcionamento
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dos espelhos, algumas relagoes que ajudam no dimensionamento de um sistema que use essa
configuracdo. Quando a camara estiver posicionada do lado esquerdo do eixo de simetria,

teremos

T, — asin(f.) o asin(6y)
1= Cos(o) cos(a+0.—0) _ cos(o) cos(a+0q+0)

T, — (T1 sin at+a—c) tan(2a+60.—o)+T1 cosa—b __ (T sin a+a—c) tan(2a+604+0)+T1 cos a—b
2= sin 8 tan(2a+60.—o)+cos 3 - sin (8 tan(2a+604+0)+cos 8

Por outro lado, se a camara estiver posicionada do lado direito do eixo de simetria, teremos

T, — asin(fe) o asin(f4)
1 = Ccos(o) cos(a+0.+0) — cos(o) cos(a+0q—a)

T — (T1 sin ata—c) tan(2a+0c+0)+T1 cosa—b __ (T1 sin a+a—c) tan(2a+604—0)+T1 cos a—b
2= sin B tan(2a+60.+o0)+cos 8 - sin 8 tan(2a+604—0)+cos 8

Quanto & area de cobertura, A, desta geometria, ela é dada por

_ dtan[2f — (2a+0)] — b dtan[28 — (2a T o)] — b
~ 2tan[28 — (2a+0)] 2tan[26 — (2a F 0)]

onde o sinal ligado a o depende do lado em que a camara estd em relagao ao eixo de simetria.
O sinal que aparece por cima acontece na situagao em que a camara esta no lado esquerdo
do eixo de simetria, enquanto que o sinal que aparece em baixo refere-se a situagao da
camara posicionada no lado direito desse eixo.

Um sistema de aquisicao de imagens baseado nesta configuracao podera tornar-se muito
util num processo ligado a visao computacional devido a sua simetria, tal como sdo os casos
dos trabalhos [Goshtasby 93] e [Mathieu 95].

Como exemplo do grupo nao simétrico tem-se o apresentado na figura 2.12. A notacao
usada sofre algumas alteracoes em relacao a anterior. T, e Ty sao as medidas dos dois
espelhos usados nesta configuragdo, enquanto que os angulos o e 3 sdo os angulos que os
espelhos T, e Ty fazem com o eixo paralelo ao plano de medida. Por seu lado, as medidas
a e b sdo, respectivamente, os catetos do triangulo retangulo, cuja hipotenusa é o feixe de
entrada de luz que bate no extremo do espelho T, mais préximo da camara. Por fim, d
é a distancia entre o extremo do espelho T¢, que mais perto fica da camara, e o plano de
medida.

Neste exemplo surgem equacoes que se podem utilizar na construcao de um sistema

baseado na configuragao apresentada na figura 2.12. Através de um calculo trigonométrico
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Plano de medida

camara

Figura 2.12: Geometria nao simétrica. Vista perpendicular ao plano do chao da
configuracao nao simétrica, escolhida para os espelhos e para a camara, e imagem
resultante do uso desta geometria. 0, e 04 transmitem o tamanho da projec¢ao do
CCD no plano do chao. T, e T, sao as medidas das larguras dos espelhos. A zona
pintada, A, € a drea de cobertura no plano do chao.

simples, as equagoes sao

va?+ b%sinf, T V(a+T.cosa)? + (b— T.sina)?sin by
‘- cos(o — B+ 0. + 0q)

T, =
cos(c —a+6)

onde
a
o= arctan(g)
A area de cobertura, A, para esta geometria é dada por

(d—T,sina)

2
A= 5 |tan(o + 6. — 2a)) — tan(o + 6. + 20)|

Como se pode verificar, nas figuras 2.10, 2.11 e 2.12 aparece uma falha. Essa falha deve-
se a quebra existente entre os espelhos, podendo ser diminuida, embora nunca eliminada,
com o aumento da distancia da camara aos espelhos ou mudando as caracteristicas dessa

camara.

2.6.2 A geometria epipolar e os espelhos

Para se perceber melhor a relacao existente entre os espelhos e a geometria epipolar,

considere-se a figura 2.13. Esta figura mostra uma configuracao genérica de dois espelhos
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M
m

Cv’ ) d/2

It
Cv

Figura 2.13: Obtencao de informacgao epipolar através dos espelhos. M e M’ sdo dois
espelhos planares. Os pontos C, e Cy sao os centros opticos virtuais, enquanto que
C, € o centro optico real.

planares M e M’ e uma camara definida pelo seu centro éptico C,., a uma distancia % do
espelho M. E possivel observar-se o plano imagem a uma distancia fde C,.. Os pontos C,, e
C\ sa0 os centros Opticos virtuais, provocados respectivamente pelos espelhos M e M'. A
distancia entre estes pontos e os respectivos espelhos ¢é igual a distancia entre o ponto C). e
esses espelhos. Considera-se que a origem do sistema de coordenadas estd situada no ponto
Csy.

Sendo P um ponto da cena 3D, as suas projeccoes no plano imagem sao os pontos p e
p’. Os raios correspondentes a estes pontos intersectam os espelhos nos pontos 3D m e m/,
respectivamente.

Para o ponto genérico p’ = (2/,9'), na imagem, a expressio da sua recta epipolar
correspondente é dada pela projeccao no plano imagem, da recta que resulta da interseccao
do plano que passa por Cy, Cy e m’ com o espelho M. Sabendo que Cy = (v}, v),v.) e

que m/Cy = (dz, dy, d;), a equagao do plano epipolar é expressa por

AX +BY +CZ =0 (2.50)
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com
A = d vy — dyv), B =dvl, — d,v, C = dyv;, — dgvy,
A equacao do espelho planar M, é
d
Z == 2.51
< (251)

Substituindo Z da equagao (2.51) em (2.50), fica-se com a interseccao do plano epipolar

com o espelho, dada por

2AX +2BY + Cd =0 (2.52)

A projeccao em perspectiva de um qualquer ponto m = (X, Yy, Zp,) desta linha no

plano imagem, de forma a obter p = (z,y), é conseguida através de

m:d_’_lem y:—d—i—% (2.53)
C C

A equagdo da recta epipolar resulta da substituicdo da equacao (2.53) em (2.52). Estas

rectas correspondem as projeccoes das linhas 3D, resultantes da interseccao da familia de

planos que passa pela baseline virtual (linha que une os dois centros 6pticos virtuais), b,
com o espelho M.

E facilmente visto que estas linhas convergem no ponto de interseccao da recta b com

o espelho M. Da projecgao deste ponto no plano imagem resulta o epipolo e = (e, ey).

A dedugéo da expressao do epipolo comeca por assumir que o vector direccao da recta b é

b= (A, p,v). Assim, a recta b fica definida por

X Y Z

A wo v
Projectando na imagem a interseccao da recta b com o espelho M, os resultados imediatos

sao as coordenadas do epipolo

Todo o raciocinio aqui desenvolvido pode ser feito de forma a encontrar as expressoes para as
rectas epipolares que correspondem as projecgoes das linhas 3D, resultantes da intersecgao
da familia de planos que passa pela baseline virtual, b, com o espelho M’ e para o seu

respectivo epipolo. Para mais pormenores veja-se [Sameer 98].
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2.7 Métodos numéricos

Os métodos que aqui se pretende apresentar estao relacionados com a obtencao de
solugoes para quaisquer sistemas lineares, do tipo Ax = b, usando apenas critérios lineares.
A vantagem destes critérios é a da nao iteratividade dos métodos que a utilizam, enquanto
que a sua desvantagem é a da criacao de sensibilidade ao ruido, independentemente da
dimensao do conjunto de dados de entrada. Esta desvantagem deve-se, principalmente, ao
nao condicionamento dos dados de entrada e de saida. Existem, no entanto, varios métodos
numéricos que tentam de alguma forma controlar essa sensibilidade, como veremos mais a
frente com a apresentacao de um desses métodos.

O problema de resolugao de sistemas lineares, de forma genérica Ax = b, aparece
num vasto leque de aplicacoes. Como acontece em todos os sistemas de equagoes, nos
sistemas lineares o nimero de solugoes pode variar entre nenhuma, uma, e mais do que uma
solucdes. Assim, quando as linhas de A sdo linearmente independentes, os sistemas lineares
tém, normalmente, uma unica solucao, enquanto que, quando as linhas sdo linearmente
dependentes, tém, normalmente, infinitas solucées. Porém, em ambas as situagoes estes
sistemas poderao nao ter solucao. Pode-se, entao, definir dois tipos de sistemas lineares
quanto ao seu ntimero de solucoes, os sistemas nao singulares e os sistemas singulares.

Os sistemas nao singulares sao aqueles que tém uma tnica solugao, e onde a matriz A
é quadrada e invertivel. Estes sistemas podem ser solucionados por métodos directos, que
aplicam um nudmero finito de passos até obter a solucao, ou por métodos iterativos, que
encontram a solugdo por aproximagoes. Como exemplos dos primeiros temos a eliminacao
de Gauss, a regra de Crammer e a factorizagao QR [Datta 94][Recipes 92]. Por seu lado,os
métodos de Jacobi, de Gauss-Seidel e do gradiente conjugado [Datta 94] [Recipes 92] sao ex-
emplos de métodos iterativos. Uma vez que os sistemas nao singulares raramente aparecem
na determinagao de informacao 3D, nao lhe dedicaremos mais tempo.

Por sua vez, os sistemas singulares sao aqueles que tém mais do que uma ou nenhuma
solugoes. Existem vérias solugoes quando o nimero de equagoes é maior do que o ntimero de
incognitas. Esta situacao geralmente nao interessa, e pode ser ultrapassada acrescentando
equagoes de zeros até se obter tantas equagdes quanto o nimero de incégnitas [Hartley 00].
Por outro lado, quando existirem mais equagoes do que incégnitas, sé se obtém solugoes se
o vector b pertencer ao espaco vectorial das colunas da matriz A. Também se enquadram

neste grupo os sistemas cuja matriz A é quadrada, mas nao invertivel.
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Os sistemas singulares estao, muitas vezes, agregados a processos que necessitam sempre
de uma solucao. Nestes casos, quando a solugao nao existe, continua a fazer sentido procurar
uma para a atribuir ao processo. Um exemplo comum desta situagdo surge quando o
processo introduz erros nos dados que servem a criagdo do sistema de equagoes. A forma de
resolucao linear de toda a problemadtica que envolve os sistemas singulares é feita através

da aplicagdo do método dos minimos quadrados, que se expoe de seguida.

2.7.1 Método dos minimos quadrados

Nos sistemas singulares, o melhor procedimento para garantir sempre uma solucgao,
é aproximar o mais possivel o vector Ax do vector b. Por outras palavras, procura-se
encontrar a solucao, dada pelo vector x, tal que a norma do vector Ax — b seja a menor
possivel. Quando se estd a trabalhar no espacgo euclidiano, esta solucao é referida como a
solucdo dos minimos quadrados, aplicando-se a norma euclidiana. Assim, o problema da

obtencao da solucao, x, pelo método dos minimos quadrados resume-se a
n%}n||Ax—b||2 (2.54)

Por definicao, o quadrado da norma euclidiana de um vector é a soma dos quadrados dos
componentes do vector [Datta 94].

Antes de avancar, é importante fazer algumas referéncias a um caso particular dos
sistemas lineares, os sistemas homogéneos, cuja forma geral é Ax = 0. Estes sistemas
lineares tém sempre uma solugao trivial, x = 0, embora também possam ter outras solugoes
[Datta 94]. Para as encontrar, normalmente sdo impostas restricoes de forma a eliminar
a solugao trivial. Um exemplo desta metodologia é o algoritmo de oito pontos aplicado a
estimacao das matrizes fundamental e homografica de grau 2. E na descoberta das outras
solucoes que estes sistemas (agregados com a respectiva imposicao das restrigdes) também
recorrem a solugao dos minimos quadrados. Neste caso, a equagao (2.54) passa a ser dada
por

m}}mHAXH2 s.a(...) (2.55)

Esta situagao aparece muito frequentemente nos problemas de reconstrucgao.
Tendo em conta os problemas com que esta dissertacao tem que lidar, limita-se o estudo
do método dos minimos quadrados a situacoes em que o numero de linhas de A é maior

ou igual ao ntimero de colunas. Para estes casos existe sempre uma solucao para qualquer



2.7. METODOS NUMERICOS 77

sistema de equagoes [Datta 94]. Essa solugao é tnica se e sé se, a caracteristica de A for
igual ao seu nimero de colunas. Se o numero de colunas for maior que a caracteristica
de A, entao existem multiplas solucoes. De seguida, serdao discutidos alguns dos métodos

computacionais para resolver estes casos.

A decomposicao em valores singulares

Ao problema de se encontrar as matrizes ortogonais U e V (UTU = VIV =1, com I
a matriz identidade) e a matriz diagonal S = diag(11, 72, -+, 7,0,---,0) de uma matriz A,
m X n, tal que

A =UsVT (2.56)

chama-se decomposi¢ao em valores singulares da matriz A [Datta 94][Recipes 92]. Esta
decomposicao é mais conhecida pelas iniciais SVD, que advém do seu nome em inglés,
single value decomposition. Os elementos 7;, da matriz S chamam-se valores singulares,
enquanto que as colunas de U e V sao designadas por vectores singulares. Quando m for
igual a n, UUT = VVT = 1. Quando se usa o SVD, assume-se, sem perda de generalidade,
que na matriz A, m > n, pois quando m < n, a matriz a considerar deverd ser A”.

Muitas areas da engenharia, de que é exemplo a da visao por computador, estao a dar
cada vez mais importancia a este método de decomposicao, cujas aplicagoes tipicas sao as de
calcular uma caracteristica, uma base ortonormada, projeccoes, distancias entre matrizes,
etc, na presenca de ruido nos dados de entrada. Os valores e vectores singulares sao as
ferramentas numéricas mais fidveis para este tipo de calculos. Segundo Data [Datta 94],
o SVD é a aproximacao numérica mais efectiva para resolver o problema nos minimos
quadrados, especialmente os casos de deficiéncias na caracteristica.

A partir de Ax = b, usando o SVD, o problema dos minimos quadrados é resolvido da

seguinte maneira. Substituindo a equagao (2.56) em (2.54), obtém-se
min [USVTx — b||? = min [USVTx — UTb)|?

Como é o vector x que estd a ser minimizado, a matriz U pode desaparecer da equagao
anterior, dando origem a
min |[Sy — b’||?
in Sy — b
onde y = VI'x e b’ = UTb. Com esta simplificacio, o problema passa a ser de solucio

T
trivial, devido ao facto da matriz S ser diagonal. Assim, o vectory = | y; 32 -+ yn
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é dado por

2+ oser; #0
Yi =
0 ser; =0
A solucao para o sistema, obtida por

x =Vy

é unica quando m = n, ou, € a solucao éptima que minimiza o vector x, quando m > n.

Esta deducgao, quando aplicada a um sistema homogéneo Ax = 0 resulta na solucao
trivial x = 0. Esta solugao pode ser eliminada optando por restringir um dos coeficientes
de x ao valor um. No entanto, isto faz com que esse coeficiente da solucao x prevaleca sobre
os outros, introduzindo grande sensibilidade ao ruido.

Assim, para os sistemas homogéneos, se x for solu¢do de Ax = 0, entao kx (com k um
qualquer escalar) também o é. Logo, a imposicio da restricio ||x||? = 1 é razodvel, e serve
para eliminar a solugao trivial x = 0. Esta nova restricado permite que todos os coeficientes
de x tenham o mesmo peso, evitando grandes erros quando comparados com os valores
reais de x. Sendo assim, o método dos minimos quadrados para esta situacao é resolvido

da seguinte maneira. Substituindo a equagao (2.56) em (2.55) obtém-se
m}énHUSVTXH2 s.a |x|P=1e m}én||SVTx||2 s.a |x|[P=1 (2.57)

Definindo y = VTx, e sabendo que ||[Vx|| = |[x||, devido & matriz V ser ortogonal, pode-se

apresentar a expressao (2.57) através de
m}énHSVTxH2 s.a |[VIx[P=1e I%;mHSyH2 s.a |lylP=1 (2.58)

Como S é uma matriz diagonal, o vector y que minimiza (2.58) é tal que todos os seus
elementos sao zero, com excepcao de apenas um deles que é um. A posicao deste elemento
no vector esta associada a posicao do menor valor préprio de S. Assim, a solugao do sistema
Ax = 0 é dada pela coluna da matriz V que esta associada ao menor valor préprio de S.

A solucao aplicada aos sistemas homogéneos também pode ser usada nos sistemas nao

homogéneos Ax = b. Para tal, comeca-se por criar uma matriz A’ = { A b } e usa-la
num sistema A’x’ = 0 (onde x’ = [ x 1 }) Depois de resolver este novo sistema através
9
’ . ’ ~ . ’ X' (1Iin—1 7
do método descrito atras, a solucao pretendida, x, é dada por x = %, onde n é o
n

tamanho do vector x’. Esta solugao, comparada com a anterior, elimina o efeito de um dos
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coeficientes da solucao x prevalecer sobre os outros, reduzindo entao a sua sensibilidade ao
ruido.

O apéndice B contém a informacgao necesséria & utilizagao, no MATLAB(©), da funcao
Isqsvd.m, a qual encontra a solucao para qualquer sistema de equacoes através do método

dos minimos quadrados, feito com base no SVD.

Analise dos valores proprios

O método da andlise dos valores préprios surge como alternativa ao método anterior, para
a resolucao de sistemas homogéneos. Inicia-se a sua explicagao transformando a equacao

(2.57) com os multiplicadores de Lagrange em
min F(x, )

onde
F(x,A) = [|[Ax][* + A1 — ||x][*)

com A o multiplicador de Lagrange. Através da equacao % = 0 pode obter-se
ATAx = \x

Com este resultado, conclui-se que a solucao x, do sistema homogéneo Ax = 0, terd que
ser um vector préprio unitdrio da matriz ATA, em que X é o seu correspondente valor
préprio [Datta 94] [Recipes 92]. Se a matriz AT A for simétrica e semi-definidamente pos-
itiva, todos os seus valores préprios sao reais positivos ou nulos [Zhang 96], e a solucao x
é o vector préprio unitério da matriz AT A, associado ao mais pequeno valor préprio dessa
matriz.

Todo este calculo da solucao x pode ser obtido directamente pelo método de Householder
[Datta 94| [Recipes 92], seguido da recuperacao do valor e do vector préprio pretendidos,
através do método QR [Datta 94] [Recipes 92], ou usando o SVD [Datta 94] [Recipes 92].

A andlise dos valores préprios também pode ser usada nos sistemas nao homogéneos
Ax = b seguindo o mesmo procedimento que é feito no SVD para sistemas homogéneos.
Isto faz com que os resultados obtidos com o método da analise dos valores préprios sejam
equivalentes aos obtidos pelo SVD para sistemas homogéneos, pois existe uma relacao entre
ambos os métodos. Essa relacio estd no facto dos valores préprios da matriz AT A serem

iguais ao quadrado dos valores singulares de A (eig(ATA) = svd?(A)).
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No apéndice B apresenta-se a informacgao necessaria ao modo de funcionamento, no
MATLAB(@©), da funcao que encontra a solugao para qualquer sistema de equacoes através

do método dos minimos quadrados, feito com base na analise dos valores proprios, eigsol.m.

A pseudo-inversa

Sendo A uma matriz m x n, a matriz AT = (ATA)"'AT, quando m > n, ou At =
AT(AAT)"! quando m < n, é chamada de pseudo-inversa. A matriz pseudo-inversa é
também designada por generalizacao inversa Moore-Penrose [Datta 94].

A matriz pseudo-inversa pode também ser calculada através do SVD [Datta 94|, da
seguinte forma. Sabendo que A = USV7T, com S = diag(t1, 72, ,74,0,---,0), a pseudo-
inversa é AT = VSTU”, onde ST = diag(%, %, e T%, 0,---,0) [Datta 94].

A tnica solucao dos minimos quadrados para um problema sobre-determinado do tipo

Ax = b, de caracteristica igual ao nimero de incégnitas, é
x=A"b

Quando nesta solucao se usa a pseudo-inversa, calculada sem recurso ao SVD, diz-se que a
solucao foi obtida pelo método das equacbes normais.

Para que este método possa ser usado nos sistemas de equagoes homogéneas, terd que
ser condicionada uma das varidveis da solucao x, de forma a poder ser criado o vector
b, a semelhanca da solugao protagonizada pelo SVD, para sistemas nao homogéneos. Este
vector terd como elementos os valores da coluna da matriz A que estiver associada a variavel
(similar a um algoritmo de oito pontos, generalizado para qualquer matriz). Introduz-se,
tal como a solugao SVD para sistemas nao homogéneos, sensibilidade a ruido, devido ao
efeito de um coeficientes da solucao x prevalecer sobre os outros.

Remete-se para o apéndice B a informacao necessaria ao uso das fungoes psinvsol.m
e psinvsvd.m, no MATLAB(), as quais encontram a solucao para qualquer sistema de
equacoes através do método dos minimos quadrados, feito com base na pseudo-inversa,

respectivamente, via equacoes normais ou via SVD.

2.7.2 Consenso aleatorio de amostras - RANSAC

Com o intuito de controlar a sensibilidade introduzida pelo nao condicionamento dos

dados de entrada (caracteristica dos métodos expostos anteriormente), pode recorrer-se ao
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método do consenso aleatério de amostras, também conhecido pelas iniciais RANSAC. Esta
designacao tem origem na terminologia inglesa Random Sample Concensus. O RANSAC,
apresentado pela primeira vez por Fischler e Bolles [Fischler 81] para uma aplicacdo de
andlise de imagens, é um método robusto de adaptacao de dados a um modelo especifico
e tem encontrado um nudmero crescente de aplicagoes na area da visao por computador.
Através da interpretacdo dos dados, o RANSAC é capaz de suavizar a ac¢do de uma grande
percentagem de erros na estimacao do modelo. No modelo a estimar utilizam-se também
outros métodos numéricos, como os trés descritos atras.

O procedimento do RANSAC é oposto ao das técnicas convencionais de eliminacao de
erros. Em vez de usar o maior nimero de dados possivel para obter uma solucao inicial,
e depois eliminar os dados invalidos, o RANSAC usa o conjunto de dados mais pequeno
possivel, para a definicao completa do modelo, e, quando pode, alarga esse conjunto com
dados consistentes com o modelo.

Este método pode ser formalmente descrito como se segue. Dado um modelo que
disponha de um conjunto de dados maior ou igual a n, e necessite de um minimo de n
dados para que todos os seus parametros sejam conhecidos, escolhe-se, aleatoriamente, um
subconjunto de n dados e calcula-se o modelo que lhes corresponde. Com esse modelo,
determina-se, entre todos os dados, quantos sao consistentes com ele, dentro de uma certa
tolerancia pré-definida. Ao conjunto de dados consistentes que se obtém, chama-se conjunto
de consenso.

Se o cardinal do conjunto de consenso for maior ou igual a um limite minimo escolhido,
estima-se o modelo final com esses dados, pois todos os outros dados sao considerados como
erros. Se, pelo contrario, o cardinal for menor, reinicia-se o processo. Se depois de um pré-
determinado numero de vezes o grupo de consenso nao for obtido, termina-se o processo e
volta-se a aplicar o método aumentando o ntimero de dados. A alternativa é ficar com o
conjunto de consenso mais préximo do limite minimo imposto, consoante o objectivo final
pretendido.

Como foi possivel verificar, existem trés parametros que dependem do utilizador, a
tolerancia usada para eliminar dados, o limite minimo de dados para o conjunto de consenso,
e o numero de iteracoes a fazer caso nao se encontre o consenso. Dependendo da aplicacao,
alguns destes parametros poderao ser ignorados. Fischler e Bolles, em [Fischler 81], apre-
sentam um estudo sobre o comportamento destes parametros.

Existem alguns melhoramentos que se podem introduzir no RANSAC. Um deles é o de
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o tornar deterministico na maneira de escolher os dados. O outro, uma vez estabelecido o
grupo de consenso final, é o de adicionar novos dados consistentes com o modelo estimado
e calcular o novo modelo com o conjunto de dados alargado.

Um algoritmo de amostragem de dados aleatério mais recente, 0 MINPRAN (mini-
mizacao da probabilidade de aleatoriadade), foi descrito por Stewart [Stewart 95]. Este
método nao necessita, ao invés do RANSAC, do conhecimento, a priori, da tolerancia para

eliminar os dados.

2.7.3 Comportamento dos métodos numéricos apresentados

Nesta subsecg@ao comparam-se os métodos numeéricos lineares apresentados anterior-
mente, nomeadamente o método da decomposicao em valores singulares (SVD), o método
da andlise dos valores préprios (EIG) e o método da pseudo-inversa (PSI).

Qualquer aplicagao de um método numérico implica, obviamente, um conjunto de dados
de entrada, um modelo matemético que os processa segundo a forma desejada, e um conjunto
de dados de saida resultantes do processamento. Qualquer erro nos dados de entrada ou no
método numérico afecta os resultados de saida.

Sendo assim, inicia-se esta comparacao com um simples caso de interseccao de varias
rectas. Este caso foi escolhido nao sé pela sua simplicidade, mas também por ser uma das

operagoes necessarias a um dos processos de reconstrucao defendidos nesta dissertacao.

PO P1

recta 1 | (72,182 ) | ( 644, 008 )
recta 2 | (72, 182 ) | ( 682, 443 )
recta 3 | (72, 182 ) | ( 271, 548 )

Tabela 2.2: Conjunto de dados de entrada base, para a comparacao entre processos
numMEricos.

Dentro deste caso, considere-se como primeira situagao o conjunto de dados de entrada
contidos na tabela 2.2. O resultado numérico da interseccao das rectas da tabela 2.2,
aplicando os métodos PSI, SVD e EIG, é sempre o mesmo, o ponto e = (72, 182), tal como

se comprova pela sua representa ¢ cao na figura 2.14(a).
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Figura 2.14: Resultado grdfico da intersec¢ao das rectas, usando os métodos PSI,
SVD e EIG. (a) Para a tabela 2.2;(b) Para a tabela 2.3.

Com a introdugao, no conjunto de dados de entrada base da tabela 2.2, de uma nova
recta, que nao passe pelo ponto e, representado na figura 2.14(a), apresenta-se a segunda

situagao. Os dados de entrada para esta segunda situacao sao os da tabela 2.3.

PO P1
recta 1 | (072, 182 ) | ( 644, 008 )
recta 2 | (072, 182 ) | ( 682, 443 )
recta 3 | (072,182 ) | ( 271, 548 )
recta 4 | (460, 453 ) | ( 159, 028 )

Tabela 2.3: Novo conjunto de dados de entrada para a comparacao entre processos
numéricos, onde aos dados base, da tabela 2.2, foi acrescentada uma recta errada.

Com esta introdugao cria-se um erro grosseiro no conjunto de dados de entrada, o
qual fica espelhado no resultado do calculo do ponto de interseccao feito por cada um dos
métodos, como se pode confirmar na tabela 2.4 e no grafico da figura 2.14(b).

Se nesta segunda situacao aplicarmos a cada um dos trés métodos o consenso aleatério
de amostras (RANSAC), os resultados voltam a ser iguais aos obtidos na figura 2.14(a).
Graficamente, desta aplicagao resulta o apresentado na figura 2.15.

Com a apresentacao deste caso constata-se que, com dados de entrada erréneos, nenhum
dos métodos usados consegue obter uma solucao certa ou, pelo menos, muito aproximada.
Para a obter, torna-se necessario aplicar-se-lhes um método que filtre os dados de entrada

de forma a eliminar os erros. Tal como foi mostrado, um desses métodos podera ser o
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Método numérico | Resultado da interseccao
PSI ( 151.15, 177.87 )
SVD ( 201.19, 206.60 )
EIG ( 201.19, 206.60 )

Tabela 2.4: Resultado numérico da intersec¢ao das rectas da tabela 2.4, para cada um

dos métodos PSI, SVD e EIG.
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Figura 2.15: Resultado grafico da intersec¢ao das rectas da tabela 2.4, para os métodos

PSI, SVD e EIG, aplicando-lhes 0 RANSAC.

RANSAC, o qual serd o usado ao longo desta dissertacao, quando houver essa necessidade
de filtragem.

O caso de interseccao apresentado usa dados sintéticos. Na pratica, o conjunto de
entrada para uma interseccao de rectas pode conter, ao mesmo tempo, algumas rectas
totalmente desenquadradas, outras rectas com pequenos erros e ainda outras completamente
consistentes com o modelo (rectas concorrentes no mesmo ponto). A figura 2.16 ilustra
graficamente esta situagdo. Como se nota, tendo em mente a solugao certa (da interseccao
de vérias rectas s6 pode surgir um ponto), as rectas correctas e as que contém pequenos
erros transmitem a ideia de onde devera estar posicionado correcto do ponto de interseccao.
No entanto, as rectas grosseiramente erradas fazem com que a solucao final se afaste dessa
posicao.

Numa situacao destas, o resultado final apds a aplicacdo do RANSAC poderd nao pas-
sar por qualquer das rectas correctas, como indica a figura 2.17(a). Este facto deve-se a

tolerancia usada pelo RANSAC que, quanto maior for, mais dados errados deixara de fil-
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Figura 2.16: Resultado grdfico da intersec¢ao de vdrias rectas, algumas totalmente
correctas e outras com pequenos e grandes erros.

trar. No entanto, uma demasiada limitacdo desta tolerancia podera nao trazer beneficios
mas sim mais problemas, como se pode ver na figura 2.17(b), onde o ponto de intersec¢ao

obtido nao corresponde a solugao 6ptima.

CurSes — — Rmaaa s ‘ B0 — e

i T L o o R |

400 |- - - s sk s EGERE ST ERE: Rt MLGICETREE S )

200 - - -k / rrrrrrrrrrrrrrr

100 ---- T R EEEEE: T $

- i i i i i i
2o 000 0 7000 000 000 2000 ( a) -2000 -1000 0 1000 2000 3000 4000

Figura 2.17: Resultado grdfico da intersec¢ao de varias rectas, algumas totalmente
correctas e outras com pequenos e grandes erros, aquando da aplicacdo do RANSAC.
(a) Com uma tolerdancia que permite eliminar as rectas grosseiramente erradas;(b)
Com uma tolerancia muito pequena.

Para todas as situagoes em que houve eliminacido de falsas rectas, através da aplicacao
do RANSAC, o processo foi feito com base na distancia do ponto de interseccao calculado,
a cada recta.

Continuando a descrigdo do comportamento pratico dos trés métodos numéricos (PSI,
SVD e EIG), passemos a observagao da estimagao da matriz fundamental para um conjunto

de pontos correspondentes conhecidos, pois este é um dos calculos necessarios ao trabalho
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aqui desenvolvido. Assim, serao apresentados dois casos: um primeiro que usa todos os
pontos correspondentes possiveis encontrados nas imagens (73 pontos), e um segundo caso
que utiliza apenas os pontos necessarios a obtengdo de uma solugao (8 pontos). Para
cada caso, e por cada método, apresentam-se quatro estimacoes da matriz fundamental.
A primeira estimacao utiliza a forma geral do método sem nenhum condicionamento e é
designada por G. A segunda, designada por N+G, condiciona apenas os dados de entrada.
Por seu lado, a terceira condiciona somente os dados de saida e é designada por G+C2. Na
ultima estimacao, N+G—+C2, sao feitos ambos os condicionamentos.

Com os resultados da estimagao sao calculados alguns valores de grande interesse a esta
andlise, os quais podem ser vistos na tabela 2.5. Com essa tabela, pretende-se mostrar se os
trés métodos lineares referidos respeitam todas as restri¢oes do problema a resolver (matriz
fundamental ter que ser singular), através da segunda coluna (valor do determinante), da
quarta coluna (posicdo do epipolo na imagem esquerda) e da quinta coluna (posigao do
epipolo na imagem direita). Os valores para as duas tultimas colunas sao obtidos através do
calculo do espacgo nulo da respectiva matriz fundamental e da sua transposta.

Para uma mais facil e melhor comparacao dos resultados destes métodos, existiu a ne-
cessidade de se encontrar um factor mesuravel que os pudesse relacionar (é claro que este
factor deverd ser aplicado ao caso especifico que se estd a tratar). Para a estimacao da ma-
triz fundamental, sdo vérios os autores que usam a norma de frobenius [Datta 94] aplicada
a diferenca entre a matriz estimada e uma matriz de referéncia (||F — F,¢¢||) [Zhang 94].
Apesar deste factor relacionar as matrizes através do angulo entre os seus vectores unitarios,
e necessitar muito pouco tempo de processamento, ele nao é muito apropriado, podendo
levar a resultados enganadores [Zhang 94]. Outro método utilizado, proposto por Stéphane
Laveau [Zhang 94], usa como factor de comparagdo a média das distancias entre pontos
aleatérios de cada uma das rectas epipolares, provenientes das duas matrizes fundamentais
que se querem comparar. Apesar deste factor de comparacao ser muito bom, tem como
grande desvantagem a necessidade de muito tempo de processamento. O factor de com-
paracgao escolhido é apresentado na terceira coluna da tabela 2.5. Esta é uma situagao
muito mais leve em termos de tempo de processamento, e foi designada como factor de
qualidade da matriz fundamental, ;. Este factor é obtido através do calculo da raiz da
média quadrética da distancia entre os pontos correspondentes conhecidos, e as respectivas
rectas epipolares. O seu célculo esté descrito no apéndice A. No entanto, em termos gerais,

nao hé diferenca entre os resultados de uma comparagao com este factor de qualidade ou
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com o factor usado por Stéphane Laveau.

A primeira referéncia a fazer a tabela 2.5 é que as situagoes G e N+@G, de qualquer
dos métodos, nao originam uma solugao verdadeira para a matriz fundamental. De facto,
apesar dos valores do determinante serem muito pequenos, podendo ser considerados zero,
a matriz fundamental nao é singular, pois com o seu espaco nulo nao se obtém os epipolos.
Isto leva a grandes erros, quando estas solugoes sao usadas posteriormente.

E um facto que, muitas das vezes, a aplicagao geral, de um destes trés métodos lineares,
falha por nao poder considerar algumas restrigoes do problema a resolver. Essa falha sé
acontece quando os sistemas tém mais do que uma solugao. Dai chamar-se a atencao para
a importancia da verificacao de todas as restricbes do problema. Quando essas restrigoes
ndo sao totalmente respeitadas, hd que fazer um pds-processamento. No caso que se estd
a apresentar, como a matriz fundamental obtida lhe faltava verificar apenas a restricao da
caracteristica 2, com as situagoes G e N+G, ela teve que ser imposta depois. Assim, a
andlise da tabela 2.5 terda que se concentrar apenas nas situacoes G+C2 e N+G+C2.

A segunda referéncia a tabela 2.5 prende-se com os piores resultados obtidos para o caso
2. Torna-se claro que estes métodos lineares sdo muito sensiveis a pequenos erros (ruido)
existentes nos dados de entrada. Quando se tem poucos dados de entrada, a presenca do
ruido é mais notada ja que, com muito mais dados ele é dissolvido.

A melhor situagao que é apresentada na tabela 2.5 é a N+G+C2. A razao para isto
deve-se a um pré-processamento antes da aplicacao do método. Este pré processamento,
conhecido como normalizacao dos dados, serve apenas para diluir o ruido pelos dados de
entrada existentes. Obviamente, tirando importancia ao ruido, os resultados melhoram,
como se constata.

Nao podendo dizer que um dos métodos se sobrepoe aos outros, podemos, no entanto,
afirmar qual o melhor, para problemas que tém vérias solugoes (até porque estes sdo os
problemas reais com que lidamos nos processos de reconstrugao).

Dos dados da tabela 2.5 verifica-se que os métodos da decomposicao dos valores singu-
lares e da andlise dos valores proprios atingem sempre melhores solugoes, usando para isso
o factor de qualidade da solucao, . Este facto deve-se, unicamente, a que, no método
da pseudo-inversa, um dos coeficientes da solucao prevalece sobre os outros, enquanto que
nos métodos anteriores esse peso € igual para todos os coeficientes. No entanto, é de notar
que os resultados do SVD foram obtidos através da aplicagdo dos minimos quadrados para

sistemas homogéneos.
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Em conclusao, convém estar atento ao método numérico a usar no problema de forma

a nao obter resultados menos bons. A experiéncia adquirida foi a de que, muitas vezes,

esses resultados menos bons (como sao parecidos com os melhores resultados) sdo a causa

de falta de robustez da solugao para o problema.

Tabela 2.5: Comportamento dos métodos de estimacdo da matriz fundamental.

Métodos det(F) Qs €e eq
Caso 1- 73 pontos
Pseudo-inversa
G —8.01le — 10 | 1.90e — 01 — —
N+G —7.16e — 11 | 2.80e — 03 — —
G+C2 —8.0le —24 | 1.91e — 01 | (—155.88,488.33) (—171.22,492.94)
N+G+C2 +2.52e — 26 | 2.87e — 03 (—15380,19333) (—169970, 212120)
SVD
G +8.02e — 10 | 1.90e — 01 — —
N+G +7.85e — 12 | 2.78e¢ — 03 — —
G+C2 —9.02¢ — 23 | 1.91e — 01 | (—157.36,489.94) | (—172.74,494.6)
N+G+C2 +1.40e — 26 | 2.82¢ — 03 | (—3489.2,4049.8) (—4396.6,5050.2)
Valores proprios
G +8.02¢ — 10 | 1.90e — 01 — —
N+G +7.85e — 12 | 2.78e¢ — 03 — —
G+C2 —9.02¢ — 23 | 1.91e — 01 | (—157.36,489.94) | (—172.74,494.6)
N+G+C2 +1.40e — 26 | 2.82e — 03 | (—3489.2,4049.8) (—4396.6,5050.2)
Caso 2- 8 pontos
Pseudo-inversa
G —2.48e¢ — 07 | 3.43e —10 — —
N+G +3.65¢ — 04 | 2.00e — 13 — —
G+C2 —4.58¢ — 22 | 3.14e + 00 (68.903,115.32) (49.251,101.54)
N+G+C2 —1.12¢ — 19 | 3.09¢ — 02 (67.378,109.44) (50.94, 106.45)
SVD
G —2.43e — 07 | 3.53e — 07 — —
N+G —1.0le — 08 | 3.81e — 14 — —
G+C2 —8.3le — 23 | 3.14e + 00 (68.904,115.32) (49.251,101.54)
N+G+C2 —1.11e — 23 | 3.09e — 02 (67.378,109.44) (50.94, 106.45)
Valores préprios
G —2.43e — 07 | 3.53e — 07 — —
N+G —1.01e — 08 | 3.81e— 14 — —
G+C2 —8.3le — 23 | 3.14e + 00 (68.904,115.32) (49.251,101.54)
N+G+C2 —1.11e — 23 | 3.09¢ — 02 (67.378,109.44) (50.94, 106.45)

G

refere-se as estimacoes que utilizam a forma geral método sem condicionamentos.
Nas linhas N+G e G+C2 acrescentou-se, respectivamente, um condicionamento dos
dados de entrada e um dos dados de saida. Nas linhas N+G+C2 aplicaram-se ambos
0s condicionamentos.



Capitulo 3
Recuperacao de pontos 3D

Neste capitulo é apresentado o trabalho desenvolvido com vista a criacdo de um sistema

de determinacao de informagao 3D, baseado em espelhos e em imagens nao calibradas.

3.1 Introducao

Conforme ja foi referido, o grande objectivo deste trabalho é o de desenvolver um método
linear robusto, baseado em superficies reflectoras e na geometria epipolar, destinado a deter-
minagao de informagao 3D, euclidiana, a partir de imagens nao calibradas. Uma das tarefas
que um processo deste tipo pode realizar é a recuperacao de pontos 3D. Este capitulo
descreve, passo a passo, como essa tarefa foi desenvolvida.

Comecou-se por desenvolver uma primeira aproximacao, centrada na matriz funda-
mental, cujo diagrama modular é o apresentado na figura 1.1, com a designacao de (a).
Esta aproximacao, descrita na primeira seccao deste capitulo, seguiu a linha dos processos
classicos de reconstrugao, embora tenha tratado de maneira diferente a questao da cali-
bragdo. Apesar da validade do trabalho realizado nesta fase, concluiu-se ser um método
instavél devido a obtengao das caracteristicas da camara (calibragao) ser feita através da
matriz fundamental.

Consequentemente, passou-se ao desenvolvimento da aproximacao (b), conforme a fi-
gura 1.1, ou seja, a reconstrugao centrada nos espelhos, tratada na terceira seccao deste
capitulo, e com a qual foi atingida a meta proposta. Este método teve como pilares de

suporte o posicionamento dos espelhos, as transformagoes projectivas e o calculo da matriz

89
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fundamental (simplificado significativamente face a aproximagao (a)). Estas bases permiti-
ram reduzir o processo classico de recuperacgao de pontos 3D euclidianos, a partir de imagens,

a uma interseccao de rectas 3D com parametros conhecidos e perfeitamente definidos.

3.2 Reconstrucgao centrada na matriz fundamental

Esta seccao descreve a primeira aproximacao & criagao de um sistema experimental com-
pacto, rapido e de baixo custo, para obtencao das coordenadas tridimensionais de pontos
em objectos estaticos e opacos. Para tal utilizou-se imagens estéreo (explorando o poten-
cial dos espelhos), transformagoes projectivas, geometria epipolar (matriz fundamental) e
triangulacgao.

Com o fim de baixar os custos dos sistemas de aquisicao de imagens, pode-se usar o
potencial dos espelhos, tal como foi visto no ponto 2.6, para reduzir o nimero de camaras.
Assim, esta aproximagao simula uma geometria estéreo binocular, usando a configuracao
estudada e apresentada na figura 2.11, para a obtencao das imagens.

Na correspondéncia entre os pontos nas imagens é explorada a relagao entre duas
camaras, colocadas em posigoes diferentes, pois, como se confirma pela figura 2.11, a im-
agem resultante da aplicacao da configuragao utilizada é a juncao de duas imagens da mesma
cena 3D. Desta forma, é reduzida a complexidade da geometria epipolar e conseguida uma
computagao mais robusta da matriz fundamental. Quando se pretende fazer apenas cor-
responder as projeccoes de pontos pertencentes a um plano tridimensional, utilizam-se as
transformagoes projectivas, especificamente as homografias, de forma a optimizar o pro-
cesso. No entanto, a estimacao da matriz fundamental torna-se sempre necessaria devido a
sua utilizagdo na fase de reconstrucao.

A solugao para a obtengao dos pontos 3D é baseada no processo cldssico de reconstrugao
para duas camaras. No entanto, esta reconstrugao, tal como foi mostrado na seccao 2.3,
necessita do conhecimento dos parametros intrinsecos e extrinsecos das camaras, ou, por
outras palavras, de um processo de calibracdo das mesmas. Para isso, foi considerado
o problema da auto-calibragao, no contexto em que as duas camaras estao posicionadas
lateralmente com os eixos épticos coplanares a intersectarem-se. Cada camara tem, no
entanto, a possibilidade de variacao do angulo de vergéncia. Com este método directo, os

parametros necessarios a calibragao sao retirados da matriz fundamental uma vez que se
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conhece a relagao entre os sistemas de coordenadas das camaras virtuais e do mundo.

3.2.1 O sistema de aquisicao

Para recuperar uma cena tridimensional a partir de imagens, explorando a disparidade
entre os pontos projectados, o sistema criado (baseado na estereoscopia) é formado por

quatro espelhos e uma uUnica cdmara, como se pode observar na figura 3.1. A sua geometria

Figura 3.1: Imagem do sistema experimental para ser utilizada a aproximagao (a).

permite a aquisicao de duas imagens de uma sé vez, vistas de posicoes diferentes, por
camaras virtuais com as mesmas caracteristicas da camara real, sendo a imagem resultante
a juncao das duas imagens da mesma cena.

Recorda-se que os espelhos possibilitam a multiplicacao de sensores caros, sem alteracao
de resultados, além de permitirem a criagao de sistemas compactos e faceis de manejar, por
se poder controlar o seu tamanho e volume. Logo, esta aproximacao tem como grandes
vantagens o baixo custo e a grande versatilidade.

Na configuracao geométrica em que se baseia esta aproximacao, o angulo ¢ é dado por
¢
-

Através de testes realizados para a obtencao de imagens estéreo com uma boa area comum,

tan(o)

o =2 0. Entao, sem perda significativa de precisdo, optou-se por restringir ¢ = 0. Esta

situagao conduz a a = ¢, passando a configuragao usada para a que se apresenta na figura 3.2.
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Plano de medida

Figura 3.2: Corte lateral da configuragao sequida na aprorimagdo (a).

A principal caracteristica desta configuracao é a simetria dos espelhos em relacdo a
camara. Esta simetria serve essencialmente para facilitar o cdlculo da medida B da fi-
gura 3.2. Esta medida, normalmente chamada de baseline, é a distancia entre os centros
6pticos das camaras (neste caso virtuais). Assim, através da igualdade de triangulos e tendo

por base a figura 2.11, a forma geral da baseline, B, é dada por

BzQ{ b+ cos(¢)-2tL }

cos(o)

ou por

B=2 [ b+ (a+ b)cos(9) ] (3.1)

quando o = 0, com os valores a, b e ¢, representados na figura 3.2. Os parametros a e b sao
dois dos dados fixos do sistema e os seus valores obtém-se por medigao. Na tabela 3.1 sao

apresentados todos esses dados métricos fixos, usados para a aquisicao das imagens estéreo.

Dados Fisicos Dados controlados
T, =15.0cm T, = 29.5cm a = 6.85cm
b= 16cm o=10° c = 6.85ecm
a = 45° (G = 55° = 31.28°

Tabela 3.1: Dados métricos fixos usados pelo sistema de aquisicao de imagens criado.

Como se constata na equagao (3.1), para o conhecimento completo dos parametros do
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sistema de aquisicao de imagens, falta ainda saber o valor de ¢. Este dado sera obtido de

seguida, através do uso da geometria epipolar.

3.2.2 Correspondéncia

Duas vistas de uma sé cena ou objecto, ambas obtidas a partir de uma camara movel ou
de duas camaras estéreo, sao relacionadas pela geometria epipolar, podendo ser descritas
pela matriz fundamental, F. Nesta aproximacao, a solugao para a correspondéncia utiliza a
restricao resultante da configuragao geométrica dos sistemas de coordenadas das camaras.
Para poder usar esta restricao, basta conhecer a relagao entre as camaras. De facto, o
posicionamento dos espelhos facilita a obtencao desta relagao, como se ird verificar para o
angulo ¢. Veremos também a forma como esta geometria simplifica as equagoes na estimacgao
da matriz fundamental, implicando somente o conhecimento de seis pontos correspondentes
nas imagens estéreo. Apesar do caso ser especifico a configuracao apresentada, faremos esta

deducao de forma generalizada, para duas camaras com vergéncias diferentes.

Tendo por base a configuragao do sistema, apresentada na figura 3.2, consideram-se as
duas camaras virtuais para a dedugao da matriz fundamental. Devido ao facto de os sistemas
de coordenadas das camaras virtuais e do mundo nao possuirem, neste caso, movimento
relativo, e devido ao posicionamento dos espelhos, é assumido, sem perda de generalidade,
que Yo, =Y; = -Y e que X.Z., XqZ4 e XZ estao no mesmo plano. Por outras palavras,
considera-se que o sistema nao tem ciclotorsao. Esta geometria é apresentada de uma forma
mais clara na figura 3.3, onde as camaras virtuais, esquerda e direita, tém as vergéncias ¢, e
¢4, respectivamente, e onde os seus eixos Opticos contém Py, chamado ponto de fixacao dos
eixos Opticos das camaras. Nas figuras 3.2 e 3.3, verifica-se, também, que as duas camaras
estao relacionadas através de uma translacao t ao longo da baseline, B, no plano XZ, e
também através de uma rotagdo R em torno do eixo Y. Tendo por base a equagao (2.4), o

vector t e a matriz R sao dados por

B Sin(gbe) - COS(gbe + gbd) 0 Sin(fbe + ¢d)
B cos(¢e) —sin(de + ¢a) 0 —cos(de + ¢a)

Logo, a matriz fundamental, F, é definida da mesma forma que a apresentada na tabela
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Figura 3.3: Representacao do sistema de coordenadas de duas camaras virtuais e do
mundo. O eizo optico de cada camara passa em Py. Nesta configuragioY, =Yg = =Y
e XeZe, XgZg e XZ estao no mesmo plano, ou seja, o sistema nao tem ciclotorsao.

2.1, para movimentos planares no plano X Z, por

0  fi2 fi3
F=1|fu 0 fu
f31 fa2 f33

O problema considerado em sequéncia é o da estimacao de F, a partir de um conjunto

suficiente de pontos correspondentes (pe,,Pd,) : ¢ = 1,...,n, onde n > 6, similarmente ao que
foi mostrado na subsecgao 2.4.2. A unica diferenga reside na equagao (2.28) para cada par

de pontos nas imagens, que agora fica reduzida a

gz:[xryz Ty TiYr Yro T Y 1}
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T
f=[f12 fiz fa1 fez fa1 fz2 f33}

Esta reducao do nimero de pontos correspondentes em cada imagem, torna-se vantajosa
quando existem poucos pontos caracteristicos (potenciais correspondentes) nas imagens.
Por outro lado, se tivermos muitos pontos correspondentes, esta reducao possibilita um
aumento de 33.(3)%, na probabilidade da matriz F obtida ser a mais correcta em relagao a
estimagao de F pelo algoritmo dos 8 pontos.

Finalmente, para terminar a explanacao sobre o que foi feito no processo de corre-
spondéncia, hé que falar sobre a procura de outros pontos correspondentes nas imagens.
Para isso, basta usar um dos muitos programas existentes para fazer uma pesquisa au-
tomatica desses pontos nas rectas epipolares. Caso se queira optimizar este processo, isto
quando se pretender apenas reconstruir superficies planares, pode-se recorrer a estimacao
de homografias (uma por cada superficie), as quais relacionam as projecgoes de pontos
dessas superficies, em cada imagem. Como se vera de seguida, nesta aproximacao a matriz

fundamental tem sempre que ser determinada.

3.2.3 Auto-calibragao

Todas as matrizes fundamentais guardam em si a informacao sobre a geometria em que
as imagens foram captadas. Veremos que a matriz fundamental, para este caso, nao foge
a normalidade. Sabendo que a geometria usada é a da figura 3.2, constata-se que ambas
as camaras virtuais tém a mesma vergéncia ¢ (|¢e| = |¢4|). Tendo este facto em conta, e

utilizando as equacoes (2.6) e (2.19), a matriz F vem dada pela seguinte forma

B cos(¢)

0 fiz fis 0 ook, —¢yfi2
F— f21 0 f23 _ chQ(;CsI(’?;f) 0 —Bley cos(;j)k):;{];kz sin(3¢)]
f31 fa2 fs3 —cy fo1 —Blea Coj'c(fk);ikz sin(d)] —cy(faz + f32)

(3.2)

Fazendo primeiro a estimacao de F pode-se, posteriormente, e mediante o conhecimento

da equagao (3.2), conseguir dois dados importantissimos na obtencao dos pontos 3D. Esses
dados sao o angulo de vergéncia das camaras, ¢, e o quociente de aparéncia das imagens

. k [ - . . -
estéreo, k, = ¥, necessdrios ao processo de reconstrugao propriamente dito, que sao dados
T
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por

_ . VFia—fa1 ~ 2(cafrz+ f32)2V/3f iz + fa1
|¢| = arcsin ( W ) ko, = B — fo )T

3.2.4 Reconstrucao tridimensional dos pontos

A reconstrucao classica dos pontos 3D é baseada nas projeccoes de duas imagens. Uma,
vez estabelecida a correspondéncia univoca entre essas projeccoes, o préximo passo a dar é
o da recuperacao das coordenadas tridimensionais desses pontos.

Considerando a geometria da figura 3.3, onde é conhecido o angulo de vergéncia das
camaras, |¢e| = |¢4| = ¢, a baseline, B, e com base na equagao (2.6), define-se para cada

camara virtual, em coordenadas homogéneas,
Pe:[Re t}P Pd:[Rd t}P (3.3)

com as matrizes de rotacao e o vector de translagao dados por

sin(p) 0  cos(¢) sin(p) 0 —cos(¢p) 0
Re = 0o -1 0 Rq = 0 -1 0 t= 0
cos(¢p) 0 —sin(¢) —cos(¢p) 0 —sin(o) #é(dﬂ

pois é considerado, sem perda de generalidade, que a origem do sistema ¢ o ponto Py.
Considere-se o ponto genérico tridimensional, P = (X, Y, Z), da figura 3.3, e respectivas

projecgoes nas imagens esquerda e direita pe = (Ze, Ye) € pg = (%q,yq). Tendo como base

as equagoes (2.1), (2.2) e (2.6), e sabendo que na equagao (3.3), P.(2) = P4(2) (notar que

A(i) é alinha i da matriz A), entao

C1Cy tan(«)
X=——— "+
1 — C1 tan(«) e
e
Cs tan(a)
="t
1 —C;tan(«)
com
Ye — Yd B(yd - ye) Z TdlYe — TelYd
= ——tan Cy = tfan(a) = — = ———  tan
! Yd + Ye ¢ Q(yd + ye) C082(¢) ( ) X TalYe + TeYd (¢)

Por seu lado, a coordenada Y é obtida usando a semelhanca entre os tridngulos, represen-

tados na figura 3.3, com a expressao

SyP2)[Pe(3) — Pa(3)] _ fa[Pa(1)Pe(3) — Pe(1)Py(3)]

Yd — Ye Tq — Te
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onde f; e f, sao dados por f; = fk;, i = x,y, com f a distancia focal da camara real
(que é igual a das camaras virtuais) e k; o factor de conversao, no eixo i da imagem, do
sistema métrico do mundo para o sistema métrico da imagem (pizels). Como resultado

desta aplicagao obtém-se

_ 1 ya—Ye : [C1+tan(a)]Co tan(a) Btan(a)
Y = e L @) [ Cor BT | - S

em que k, = ;—y = ;% € o quociente de aparéncia das imagens estéreo, obtido através da
x xT

matriz fundamental, na secgao anterior. Em [Weinshall 87] pode ver-se a dedugao da tan(a)
em termos das coordenadas das imagens.

A diferenca entre a reconstrucao projectiva e euclidiana, estd, exactamente, na questao
do conhecimento de k,. Neste caso, a reconstrugao obtida é euclidiana. No entanto, se nao
for conhecido valor de k,, nada saberemos sobre a métrica entre os pontos reconstruidos,

pelo que a reconstrucao é projectiva.

3.2.5 Resultados experimentais

A imagem da figura 3.4 foi adquirida pelo protdtipo apresentado na figura 3.1. Dessa

Figura 3.4: Imagem resultante da aquisicao feita pelo prototipo criado, com a repre-
sentacao dos pontos correspondentes usados para a reconstrucao.

imagem escolheram-se 45 pontos correspondentes em cada uma das sub-imagens. Este
processo € valido pois estas sub-imagens, apesar de juntas, sao independentes.

Usando, entao, esses pontos correspondentes, representados na figura 3.4, o resultado
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da estimagao da matriz fundamental é

0 5.6739¢ — 6 —3.2698e — 4
F = 1.2927¢ -5 0 —9.2957e — 2
—3.5de —3 8.916e -2 9.9166e — 1

A qualidade da matriz F obtida é dada por Q¢ = 0.0191 pizels, usando na estimacao o
método linear da anélise dos valores proprios (o cdlculo da qualidade da matriz fundamental
encontra-se explicitado no anexo A).

Este resultado foi obtido sem nenhuma optimizagao do método linear utilizado, o que
demonstra algumas potencialidades para este processo de reconstrugao tridimensional. De
notar, também, que os sinais dos elementos da matriz resultante estdo conforme os da
equagao (3.2). No entanto, um sinal de instabilidade surge com a tentativa de confirmar

o valor de ¢, a partir de F. A média dos valores obtidos ¢ de ¢, = 198, enquanto que o

verdadeiro valor é de ¢, = 288.

T

Figura 3.5: Resultado do método de reconstrucao aplicado ao objecto representado
na figura 3.4. FEste resultado é obtido a partir da informacao contida nas imagens e
respectiva geometria das camaras virtuais.

Os resultados da reconstrucao tridimensional dos pontos representados na figura 3.4
aparecem na figura 3.5. Para uma maior clareza dos resultados, mostra-se a ligacao entre os

pontos reconstruidos. Além dos dados apresentados na tabela 3.1, ¢ = 34.43°, B = 69.7cm
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e k, = —75.83. A reconstrucao das faces da caixa, reforca a validade do processo estudado,

apesar deste apresentar algumas falhas.

Q

ruido

0

10

ruido

10

6000

4000

2000

-2000
0

¢'2

10

ruido

50

Figura 3.6: Dados sobre a estabilidade da aprozimacao (a).

10

Numa tentativa de concluir sobre a estabilidade deste processo, comecou-se por intro-

duzir ruido com uma distribuicdo normal gaussiana, de média zero e variancia um, nos

pontos correspondentes usados no céalculo de F. Dos quadros da figura 3.6 retiram-se as

conclusoes que se apresentam de seguida.

Com o incremento do ruido, a qualidade da matriz fundamental, ()7, deteriora-se, como

ja se esperava. Quanto ao valor de B, devido & sua enorme dependéncia de ¢, sé estabiliza

quando ¢ também o faz. Por seu lado, o angulo ¢ é o que sofre mais com a instabilidade da

matriz fundamental. A razao é que, quando é calculada a diferenca entre os elementos fio

e fo1, de F, por vezes o resultado é negativo, levando a que o valor de ¢ seja um numero
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complexo e o processo falhe. Quanto a k,, os seus valores nao sao tao instaveis pois, apesar
de também dependerem dos elementos fi2 e f21, de F, nao tém operagoes de diferenca no
seu seio.

Daqui se conclui que, para que este processo seja mais robusto, o método de estimacao
da matriz fundamental tem que ter em conta os sinais e os valores dos seus elementos. Este
facto leva-nos até a ideia dos métodos nao lineares para a estimacao da matriz fundamental.

Os dados exemplificativos que referimos, resumem a conclusao de todos os testes feitos
ao processo. Apesar de valido, e até promissor em certos aspectos, ele sofre de instabilidade.
Essa falta de robustez advém de todo o processo se apoiar na matriz fundamental, e, como
se disse anteriormente, ela ser bastante sensivel a ruidos quando estimada por métodos
lineares.

Como esta dissertacao nao pretende investigar outros métodos de estimacao da matriz
fundamental que nao os lineares, e como o incremento de robustez deste processo necessita de
métodos nao lineares para melhorar a estimacao da matriz fundamental [Zhang 96] [Torr 96],

entao avancou-se para outra aproximagao.

3.3 Reconstrucao centrada nos espelhos

Nesta aproximagao, designada na figura 1.1 por (b), mantiveram-se as grandes linhas
em relacao ao método anterior. Isto é, continuaram a ser usadas as imagens estéreo, as
transformagoes projectivas (homografias), a geometria epipolar (matriz fundamental) e a
triangulacgao.

A primeira diferenca entre as duas aproximagoes aparece na maneira de multiplicar a
Unica camara usada, ja que, em vez de usar quatro espelhos, como acontecia na reconstrugao
centrada na matriz fundamental, usa apenas dois, como se pode comprovar pela figura 3.7.

A correspondéncia continua a ser atingida por intermédio da matriz fundamental ou das
homografias. Porém, a partir de agora, avanca-se para uma gestao implicita da singulari-
dade da matriz fundamental, F, através de uma formulacao simples, ao invés da imposicao
dessa singularidade a posteriori (aplicada na aproximagao anterior). FEsta forma de es-
timacao de F, como serd mostrado, conduz ao seu bom condicionamento e estabilidade,
restaurando as virtudes dos métodos lineares afastados por causa da sua instabilidade. A

estimagao da matriz F baseia-se, entao, na relagdo existente entre a matriz fundamental e



3.3. RECONSTRUCAO CENTRADA NOS ESPELHOS 101

Figura 3.7: Uma perspectiva do sistema utilizado.

uma homografia. Com o uso dos espelhos, consegue-se obter a matriz fundamental apenas
com um par de pontos em cada imagem.

A recuperacdo dos pontos tridimensionais, para esta aproximacao, apoia-se na tri-
angulacao e no posicionamento dos espelhos. Classicamente, a triangulacdao passa pela
obtencao de todos os parametros de quatro planos, cuja interseccao dé o ponto 3D desejado
(cada dois planos formam a recta que passa pelo centro éptico de uma camara e pelo ponto
tridimensional a recuperar). O posicionamento dos espelhos, adoptado nesta aproximagao,
simplifica esta tarefa pois facilita o cdlculo dos centros 6pticos das camaras, bem como o
conhecimento do posicionamento de certos pontos tridimensionais. Toda esta informacao
permite a obtencao das rectas projectantes que passam pelo ponto 3D, que se pretende
recuperar, e pelos centros épticos das camaras. Por consequéncia, recupera-se o proprio

ponto 3D.

3.3.1 O sistema de aquisigao

Como se constata pela figura 3.7, usamos dois espelhos atras da cena que se pretende
captar e uma unica camara. Os espelhos ficam sempre assentes no plano XY, podendo o
angulo de abertura entre eles ser controlado. Esta geometria, estudada na seccao 2.6.1, é
semelhante & apresentada na figura 2.12. No entanto, a imagem resultante em vez de sé
conter as projeccoes das reflexoes dos espelhos, também contém a projeccao da cena 3D.

Esta situacao, criada devido a aproximacao dos espelhos a cena, servird posteriormente
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para a simplificagdo do problema da correspondéncia. Assim, com esta configuragao para
os espelhos, capta-se uma tinica imagem que corresponde a juncao de trés imagens distintas,

tal como se pode conferir na figura 3.8.

Figura 3.8: Divisao da imagem captada pelo sistema de aquisi¢ao.

A situacdo criada simula a geometria triocular, pois temos uma cadmara real e duas
camaras virtuais (criadas pelos dois espelhos) a observarem a mesma cena de trés pontos
de vista diferentes. No entanto, a geometria apresentada tem grandes vantagens em relagao
a geometria triocular que usa trés camaras reais. E que, apesar dessas trés camaras reais
poderem ser idénticas, os seus parametros intrinsecos raramente sao iguais. J& no que
respeita a geometria escolhida, os parametros intrinsecos das camaras virtuais sao exacta-
mente os mesmos, pois os espelhos reproduzem integralmente a tinica camara real existente.
Outra vantagem refere-se ao histograma de intensidades das trés imagens obtidas por cada
camara. Na situacao criada, temos a certeza de que todos os histogramas sao semelhantes, o
que dificilmente acontece no caso da geometria multi-ocular. Apesar da importancia destes
beneficios, a maior vantagem estd no conteiddo da prépria imagem resultante pois, como se
vera no proxima secgao, facilita muito a obtencao dos epipolos. Em qualquer outra geome-
tria multi-ocular, uma das tarefas mais dificeis é a da determinacgao exacta da posicao dos
epipolos.

Apesar de todo este potencial, o problema da ocultagao nao é eliminado. Este problema
consiste na existéncia de zonas ocultas, por sobreposi¢do ou mesmo por desaparecimento de

certas partes da cena nas diferentes imagens, tiradas de diferentes pontos de vista. Nesta
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aproximacao o problema da ocultagao pode ser minorado através do controlo do angulo
entre os espelhos, de forma a dar a todas as camaras (real ou virtuais) um idéntico campo

de visdo.

3.3.2 Correspondéncia

Como este processo de reconstrucao tem por base o método da triangulagao, a semelhanga
do que aconteceu na aproximagao anterior, torna-se imprescindivel conhecer as projecgoes
do mesmo ponto 3D. Para isso, recorre-se a estimacao de uma colineacao, H, quando se
pretende recuperar a estrutura de planos simples, ou a matriz fundamental, F, quando se
pretende reconstruir alguma estrutura mais complexa.

A grande diferenca da reconstrucdo centrada nos espelhos em relacdo a aproximacao
estudada na secgao anterior tem a ver com a obtencao da matriz fundamental. Em vez de
a estimar explicitamente, na reconstrucao que agora se descreve, comecga-se por procurar
a posicao de um epipolo numa das imagens e depois, estima-se uma homografia de um
plano entre as duas imagens. A partir desses conhecimentos, e usando as equagoes (2.48)
ou (2.49), obtém-se a matriz fundamental. Ao processo de obtencao dos epipolos chamamos
método dos epipolos por construgao.

Se a estimagao da homografia passar pela criacdo de uma base projectiva, para cada
imagem, o nimero de parametros que a compoem serd reduzido, como se mostrara posteri-
ormente. Com esta mudancga astuciosa do ponto de referéncia nas imagens e com o uso do
potencial dos espelhos, aplicado a obtencao dos epipolos, mostra-se que é possivel reduzir
para dois o nimero de pontos correspondentes, em cada imagem, necessarios a estimacao
da matriz fundamental.

Como ¢ obvio, se apenas se pretender reconstruir planos simples, a mudanca do ponto
de referéncia nas imagens nao traz qualquer vantagem, pois continua a ser necessario pelo
menos quatro pontos correspondentes para estimar a homografia. Sendo assim, s6 devera
ser feita a simplificacdo do cédlculo da homografia se for pretendido recuperar estruturas
complexas, nao planares.

O procedimento para a estimacao da matriz fundamental, pode ainda ser optimizado,
quando se conhecem pelo menos oito pares de pontos correspondentes. Nestas circuns-
tancias, nao é necessario fazer-se o cdlculo da homografia. Aplicando o algoritmo da mini-

mizagao algébrica, descrito no capitulo anterior, e com a utilizagao desses pontos juntamente
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com o epipolo conhecido, obtém-se, simultaneamente, a matriz fundamental e uma homo-
grafia.

A estimacao da matriz fundamental, aqui proposta, apresenta a vantagem de uma gestao
implicita da sua caracteristica. Através de uma formulagao simples, e apesar da reducao do
nimero de pontos a usar, atinge-se um sistema bem condicionado. A estabilidade dos re-
sultados restaura parcialmente as virtudes do método linear, afastado devido aos resultados
obtidos pela aproximacgao anterior.

De seguida serd apresentado o aspecto geométrico da obtencao dos epipolos e, poste-
riormente, sera explanada também a metodologia algébrica para a estimagdo da matriz

fundamental.

Aspecto geométrico do método dos epipolos por construgao

A explicacdo do aspecto geométrico do método dos epipolos por construcao é, obvia-
mente, igual tanto para a obtengao do epipolo esquerdo como para o direito. Assim, faz-se
apenas a explanacao referente a determinacao do epipolo direito.

Seja 7 um plano do espaco tridimensional, definido por trés pontos nao colineares P;, P
e P3. Além disso, considerem-se os pontos Py e P, pertencentes ao mesmo espago vectorial,
mas nao coplanares com os trés pontos precedentes (ver figura 3.9). Esse conjunto de pontos
é observado por duas camaras, cujos centros de projeccao sao respectivamente Cy e C,,
originando uma imagem esquerda e uma imagem direita.

Continuando a observar a figura 3.9, a recta C,/P; corta o plano 7 no ponto Qy, en-
quanto que a recta C, P corta o plano 7 no ponto ). Os pontos Py e Q4 projectam-se na
imagem esquerda no mesmo ponto p4e, enquanto que na imagem direita projectam-se em
dois pontos diferentes, psq € qaq, respectivamente. Isto é conhecido como efeito de paralaxe,
e é verdadeiro quando o movimento que liga as duas camaras comporta uma componente
nao nula da translacao. De uma forma similar, os dois pontos P e () sao projectados na
imagem esquerda num unico ponto p. e na imagem direita em dois pontos diferentes, pg e
qd-

Na imagem direita, as duas rectas piqqiq € Paqd, conhecidas como rectas paralaxe, sao
as projeccoes das duas rectas tridimensionais C,y P, e C\ P, respectivamente. Por definicao,
Dadqad © Pagq Sao as rectas epipolares correspondentes aos dois pontos pse € pe da imagem

esquerda. Assim, como se pode ver pela figura 3.9, a intersec¢ao destas duas rectas da o



3.3. RECONSTRUCAO CENTRADA NOS ESPELHOS 105

Figura 3.9: Construcao geométrica do epipolo da imagem direita.

epipolo pretendido.

Contudo, fica por resolver um problema que é o do desconhecimento das localizacoes de
qad € qq na imagem direita. A colocacdo da geometria epipolar tal como descrita até aqui
nao é uma novidade em si, no entanto o modo de obtencao dos pontos q4q € qq é original.
A determinacao desses pontos é facilmente conseguida com o apoio dos espelhos, como se

verd de seguida.

Fa vi,/ Imagem
Real (I}

Figura 3.10: Visao tridimensional da utilizacao do espelho na obtencdo dos pontos
q4d € 4d-

Considere-se, entao, a figura 3.10, na qual se representa, graficamente, a configuracao



106 CAPITULO 3. RECUPERACAO DE PONTOS 3D

usada para a aquisi¢cao das imagens (ver figura 3.7). Na figura 3.10 verifica-se que os pontos
3D, P; e P, sao reflectidos nos espelhos M, gerando os pontos Py e Pajps, respectivamente.
Por sua vez, estes pontos sao captados pela imagem I, originando as projeccoes p1, p2, Pim
e pom- O centro 6ptico da imagem I é o ponto C)., enquanto que o centro 6ptico da imagem
virtual (criado pelo espelho M) é o ponto C,,.

Por definicao, os pontos P, C;. e C, formam o plano epipolar m,, associado a P;. Logo,
como Pjjs pertence ao raio projectivo de P;, também pertence ao plano m,. Assim, a recta
formada por p; e por pi,, € uma recta epipolar, ou, por outras palavras, uma recta de
paralaxe. Como se pode observar, o mesmo se passa para os pontos Pa, Poyr, po € pom. A
interseccao destas duas rectas origina o epipolo e.

Nesta explicagao geométrica, verifica-se que aos pontos Piyr e Pops correspondem os

pontos @ e Q4 da figura 3.9, enquanto que a P; e P, correspondem os pontos P e Pj.

Solugao algébrica

Como se sabe, o cdlculo da matriz fundamental é feito tendo por base uma das equagoes
(2.48) ou (2.49). Como tal, é ficil perceber a necessidade do conhecimento de um epipolo e
de uma homografia que relacione as projeccoes de um plano da cena 3D, nas duas imagens.
Assim, para uma melhor explanagao, divide-se 0 método que aqui se propoe para atingir a
correspondéncia, em trés fases: a da obtencg@ao do epipolo por construcao, a da estimacao
da homografia e a da estimacgao da matriz fundamental.

De forma a simplificar a explicacao, denomina-se, relativamente a figura 3.8, as imagens
da reflexdo dos espelhos esquerdo e direito como imagens esquerda e direita, respectiva-
mente. A imagem da cena 3D que nao é a reflexdo de nenhum espelho, sera referenciada
como imagem central. Os pontos de cada uma destas partes da imagem serao destinguidos
pela primeira letra da parte a que pertencem, isto é, se forem da parte esquerda, central ou
direita terao como indice, respectivamente, a letra e, ¢ ou d.

A fase da obtencgao do epipolo, comeca pela observacao da imagem nao calibrada da
figura 3.8, que se considera conter apenas dois epipolos. A razao para esta situagdo advém
do facto de que, ao se considerarem as verdadeiras projecgoes da cena 3D (e nao as projecgoes
das reflexdes) como parte integrante no calculo dos epipolos, esté-se a definir que a imagem
adquirida é composta por apenas duas imagens distintas (esquerda e direita). Assim, para

se obter cada epipolo terao que se usar os pontos da parte central da imagem e os pontos
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da parte vista pela camara virtual correspondente.

Analiticamente, o célculo de cada epipolo é o mesmo, pelo que mostra-se apenas como
se obtém o epipolo da imagem da parte direita. Seja P um ponto 3D, genérico, e p. e pq as
suas respectivas projecgoes na parte central e direita da tnica imagem captada. A projeccao
pe € obtida pela camara real. Por seu lado, a projeccao py é obtida pela camara virtual
direita, ou seja, é a projeccao da reflexao de P no espelho direito, visto pela camara real.

A recta formada pelos pontos p. e pg é dada por

(pa Ape)'q=0 (3.4)

com g um ponto genérico da recta. Tendo um conjunto de n pontos correspondentes, com
n > 2, nestas duas imagens, pode-se formar um sistema linear Ax = b, com n equacoes
e duas incégnitas. Da solugao deste sistema resultam as coordenadas do epipolo desejado.
Para se obter esta solugdo matemadtica utiliza-se um dos métodos lineares apresentados na
seccao 2.7. Outra maneira de concluir que a tnica solucao do sistema criado s6 pode ser o

epipolo direito advém da comparagao das equacoes (2.44) e (3.4).

Caso | Numero de pontos usados | Epipolo esquerdo | Epipolo direito
1 2 (-6974.3,-871.3) (1910.2,-801.0)
2 4 (-2225.0,-098.0) (1801.6,-707.3)
3 8 (-2959.7,-224.6) (1629.0,-616.2)
4 8 (-0878.6,-591.2) (0186.2,-525.3)

Tabela 3.2: Resultados do cdlculo dos epipolos. Os primeiros trés casos usam o
método dos epipolos por construcao. O quarto caso estima a matriz fundamental,
obtendo, de sequida, o seu espago nulo.

Na tabela 3.2 podem ser vistos os epipolos obtidos para quatro casos diferentes. Para
os primeiros trés casos desta tabela, os resultados foram obtidos detectando manualmente
alguns pontos correspondentes em cada parte da imagem captada. Da uniao dos pontos da
parte esquerda e central da imagem captada, surgiram as rectas que, ao serem intersectadas,
deram origem ao epipolo esquerdo. Da mesma forma, o epipolo direito surge da interseccao
das rectas obtidas com a unido dos pontos da parte direita e central da imagem captada.
Na tltima situag@o recorre-se ao método classico, ou seja, estima-se primeiro a matriz

fundamental e depois calcula-se o seu espago nulo, obtendo-se, finalmente, o epipolo.
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Figura 3.11: Rectas formadas para a obten¢ao dos epipolos, através da sua intersecgao.
(a) Caso onde se usam apenas dois pontos; (b) Caso onde se usam quatro pontos;
(c) Caso onde se usam oito pontos; (d) Rectas epipolares obtidas através da matriz
fundamental, estimada pelo algoritmo dos oito pontos.

A figura 3.11 mostra as rectas epipolares que deram origem aos resultados apresentados
na tabela 3.2. A figura 3.11(a) usa apenas um par de pontos, em cada uma das partes da
imagem captada, e corresponde ao primeiro caso apresentado na tabela 3.2. A figura 3.11(b),
com quatro pontos em cada uma das partes da imagem captada, corresponde, por sua vez, ao
segundo caso apresentado na tabela 3.2, e assim sucessivamente. As duas ultimas situagoes
sao tratadas com oito pontos, também correspondentes, em cada uma das partes da imagem
captada.

A imagem adquirida, mostrada na figura 3.11, tem um pormenor que convém ser es-
clarecido. No momento da aquisigao, os espelhos encontram-se ambos assentes no plano
XY e estao perpendiculares entre si. Isto implica que, nas figuras 3.11(a), 3.11(b) e 3.11(c),
alguns pontos da parte direita e central da imagem captada s6 podem ser correspondentes

se for considerado que a folha nao tem espessura, isto é que a folha representa um plano
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transparente.

Numa primeira comparacao entre o método dos epipolos por construcao e o método
cldssico, torna-se 6bvio que o primeiro necessita apenas de dois pontos correspondentes em
cada imagem (caso 1 da tabela 3.2), enquanto que o outro método precisa de oito (caso 4
da mesma tabela). O nimero de pontos correspondentes é muito importante porque afecta
a sua sensibilidade ao ruido. Nao esquecer que, quando o numero de pontos for maior
que o necessario, o sistema torna-se sobre-dimensionado, e qualquer pequeno engano nesses
pontos afecta a solugao final, pois esta é obtida através de um processo de minimizagao
linear.

Como o nosso método é um processo grafico puro, a sensibilidade ao ruido torna-se mais
suave que no método cldssico, mas nao desaparece. Analisando os trés primeiros casos da
tabela 3.2, nota-se que, com o incremento do niimero de pontos usados o ruido é reduzido,
tornando os resultados mais estaveis. Comparando os dois tdltimos casos, verifica-se uma,
grande diferenca entre os valores das coordenadas dos epipolos. Este facto acontece devido
a estimagao de F ter sido feita com o minimo de pontos correspondentes possivel, o que
eleva grandemente a sua sensibilidade ao ruido. E, no entanto, muito importante focar que
o sinal das coordenadas dos epipolos é 0 mesmo para todos os casos.

Apesar deste exemplo e das suas conclusoes, ele ndo confirma, inequivocamente, a vali-
dade do método, pois nao se consegue ver a projeccao do centro optico do espelho. Assim,
o melhor exemplo que se pode dar, no sentido de confirmar definitivamente a validade deste
método é que poe a camara real numa posicao tal, que o espelho fica com a sua reflexao.
Neste caso, como se pode confirmar pela figura 3.12, o epipolo tem que estar na parte da im-
agem que contém a projeccao da reflexao da camara no espelho. Nessa figura fez-se apenas
a aquisicao da cena 3D e a sua reflexdo no espelho esquerdo, ignorando o espelho direito.
Na obtencao do epipolo foram escolhidos manualmente alguns pontos correspondentes, sem
qualquer critério definido. Cada recta é formada por uma projeccao da parte central e uma
da parte esquerda da imagem captada. As coordenadas do epipolo foram determinadas
aplicando o RANSAC & intersecgdo destas rectas.

No que diz respeito a fase da estimacgdo da homografia, relembre-se a necessidade do
conhecimento de, pelo menos, quatro pares de pontos correspondentes.

Recuperando os trés pontos Py, P> e P3, que definem o plano m, da figura 3.9, considere-
Se que Pie, P2e € P3e SA0 as suas projeccoes na parte esquerda da imagem e P14, Pag € P3q na

parte direita da imagem. Sabendo que trés pontos nao colineares do espago tridimensional
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Figura 3.12: Ezemplos de obtencao do epipolo pelo método dos epipolos por con-
strucao.

definem sempre um plano, é evidente que estas projecgoes verificam a relagao (2.38).

As equagoes obtidas através de (2.38) podem ser simplificadas, efectuando uma mudanga
de base para cada um dos dois conjuntos de projeccoes (parte esquerda e direita da imagem).
Essa simplificacao é feita passando das coordenadas pizels usuais, as coordenadas projectivas
definidas numa base candnica do espago projectivo de dimensao 2. Para tal, efectua-se uma

transformacao projectiva do plano que afecta as coordenadas
T T T T
pa=[7'7'7'] pr[aOO] pc=[050} pd=[007}

aos pontos da parte esquerda da imagem, pge, Pie, P2e € P3e, respectivamente, com poe
um ponto qualquer nessa parte. Para a parte direita da imagem, procede-se da mesma
maneira. O ponto pyg, da imagem direita, nao tem que ser, contudo, o correspondente de
Doe- E preciso notar que os quatro pontos, em cada uma das duas imagens, nao devem ser,
trés a trés, colineares.

Como as homografias sao invertiveis, podemos entao efectuar todos os cdlculos com as
coordenadas projectivas novas e depois voltar as coordenadas pizels iniciais. Assim, com
a escolha das novas coordenadas nas duas partes da imagem, e utilizando a relacao (2.38)
para os trés pares de pontos correspondentes, (pie,P1d), (P2e,P2d) € (P3e,P3d), a matriz H

fica reduzida a forma

as

Il
o o 2
o w o
2 O O
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Esta matriz tem trés parametros, mas como todas as colineacoes sdo definidas a menos
de um factor de escala, somente dois deles sdo independentes. Para além disso, estes trés
parametros nao podem ser nulos, sob pena de H nao ser invertivel, mas sim uma homografia
singular que transformaria um plano numa recta. Por consequéncia, podemos fixar um dos

trés parametros com o valor 1, por exemplo o parametro . Desta forma a matriz fica

reduzida a
a 0 0
H=|{0 8 0 (3.5)
0 0 1

Antes de avangar, convém ver o comportamento das homografias estimadas a partir da
equagao (2.38). Para a estimagao das homografias usa-se o método numérico da anélise dos

valores préprios.

Figura 3.13: Representacao dos pontos usados e obtidos na estimagao das homo-
grafias: (a) Caso dos quatro pontos normalizados; (b) Caso dos oito pontos nao
normalizados; (c¢) Caso dos oito pontos normalizados.

A imagem mostrada na figura 3.13 representa uma folha sem espessura, ou seja, uma
superficie planar perfeita. Sobre essa imagem, considere-se trés situagoes de cédlculo da
homografia. Numa primeira, usa-se o minimo de pontos correspondentes necessarios a es-
timacao, entre as trés partes da imagem captada (figura 3.13(a). Numa segunda situagao,
utilizam-se oito trios de pontos correspondentes nao normalizados (figura 3.13(b). Final-
mente, numa terceira situagao, os oito trios de pontos sao normalizados antes de se proceder

a estimagao da matriz homografica (figura 3.13(c).
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Uma vez que a imagem da figura 3.13 é a juncao de trés sub-imagens, existem trés homo-
grafias que fazem a correspondéncia entre o plano tridimensional projectado em cada uma
dessas sub-imagens. Sendo assim, os pontos marcados com X sao os usados nas estimacoes,
enquanto que os pontos marcados com + e com o sao os que resultam da aplicagao dessas
homografias (cada ponto, de cada parte da imagem capturada, pode ser obtido recorrendo
a duas homografias diferentes). Para conhecé-las todas, basta estimar apenas duas delas. A
razao desta afirmagcao é simples e prova-se da seguinte maneira. Como todas as homografias

sao invertiveis, a partir da equacao (2.38) tem-se
Pe = Hecpc < P = H;}pe Pq = Hdcpc (36)

substituindo a primeira equagao de (3.6) na segunda, obtém-se o pretendido, ou seja, a

terceira homografia, dada por

ps = Hap, = Hi H,'p, (3.7)
No. de Pontos
pontos | normalizados H,. H,. H,, H,.,,
Distancia média entre todos os pontos e as suas reprojecoes
4 Sim 1.93 pizels | 1.27 pizels | 1.29 pixels 1.29 pixels
8 Nao 4.89 pizels | 1.85 pizels | 1.35 pixels 3.32 puxels
8 Sim 2.01 puxels | 1.43 pizels | 1.23 pizels 1.19 pizels
Desvio padrao da distancia entre todos os pontos e as suas re-
projecoes
4 Sim 2.43 pizels | 1.63 pizels | 1.42 pizels 1.42 pizels
8 Nao 2.68 pizels | 0.76 pizels | 0.75 pizels 1.71 pizels
8 Sim 0.65 pizels | 0.69 pizels | 0.57 pizels 0.49 pizels

Tabela 3.3: Resultados da estimacdo das homografias. A matriz H,.q foi estimada com
a primeira equagao inserida em 3.7, enquanto que H.q, foi obtida através da sequnda
equagao iserida em 3.7.

De forma a complementar as conclustes sobre a estimacao das homografias, considere-
se também a tabela 3.3, a qual apresenta alguns dos resultados da estimacao de todas as

homografias envolvidas na figura 3.13. Analisando os seus resultados, nota-se que com a
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normalizagao dos dados de entrada, os resultados tornam-se melhores (o segundo caso da
tabela 3.3 tem uma média e um desvio padrao da soma das distancias entre todos os pontos
e as suas reprojecgoes, piores que o terceiro caso). Outro facto que resulta da comparagao
da primeira e dltima situacoes da tabela 3.3, é que o uso de mais pontos correspondentes
correctos (sem ruido) melhora o desempenho da correspondéncia (o desvio padrao do dltimo
caso é o melhor). Assim, conclui-se que o problema dos métodos numéricos, isto é, a sua
sensibilidade aos ruidos existentes nos dados de entrada, permanece.

Existe ainda algo de interessante a considerar na tabela 3.3, mais especificamente nas
suas duas ultimas colunas. A coluna da matriz H,; contém os dados obtidos a partir da
equagao (2.38), enquanto que a coluna da matriz H.g4, contém os dados obtidos a partir
da equagao (3.7). Como se pode verificar, os resultados de H.y s6 sdao melhores que os
de H.q4, para a situacdo dos pontos nao normalizados, sendo semelhantes quando é feita
a operacao de normalizacdo. A razdo para este facto prende-se com a propagacdo dos
erros. Quando uma matriz é estimada, ela contém quase sempre alguns erros (vistos como
sensibilidade da matriz). Ao multiplicarmos duas dessas matrizes, o resultado vira afectado
com o erro de ambas. No entanto, depois dos dados de entrada serem normalizados, o erro
que eles carregam quase desaparece, levando a que a sua propagacao quase nao tenha efeitos.
Conclui-se, entao, que a operacao de normalizacao é muito importante para o cédlculo das
homografias.

Finalmente, passemos a fase da estimacao da matriz fundamental. Suponha-se que o
epipolo na imagem direita, em coordenadas homogéneas, é dado por e4(ez, ey, e.). Sendo H
a matriz, 3 x 3, que descreve a homografia escrita sob a forma (3.5), a matriz fundamental

procurada, F, dada pela equacao (2.48), pode ser descrita por

0 ec  —ey a 0 0 0 e —ey
F=1| - 0 e 0 B 0|=] —ea 0 s (3.8)
ey —ex 0 0 0 1 ey —egf3 0

Substituindo a equagao (3.8) na equagao (2.10), obtém-se

0 GCB _ey Qe
PiFp, =06 [ag by ca|| —ecca 0 e be | =0
ey —eg3 0 Ce

ou, de uma outra forma,

ac(cqey — bgec)a + be(agec — cqez)f + ce(exby — eyaq) =0 (3.9)
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E de notar que os pontos das imagens, p, € Py, € 0 epipolo, e, tém que passar pela mesma
mudanca de base por que passaram aquando da estimacao da homografia. Dai a necessi-
dade de se considerar as trés componentes das suas coordenadas, pois a sua coordenada
homogénea pode ser transformada em zero (o que nao quer dizer que o ponto esteja no
infinito). Se, em vez do epipolo direito, fosse conhecido o esquerdo, todo o processo seria
feito da mesma forma, com a excepgao de se usar a equagao (2.49) em vez da (2.48).

Mesmo que a cena seja coplanar (todos os pontos pertencem ao plano ), a equagao
(3.9) continuara valida. Neste caso particular, qualquer um dos pontos da imagem pode
ser o epipolo. Contudo, a homografia H continua a verificar a restriccdo imposta por
(2.38). Isto garante uma coeréncia ao nivel da singularidade da homografia, mesmo com
esta degeneragao.

Na equagao (3.9) s6 os parametros a e 3 sao desconhecidos. Como tal, esta equagao

pode ser transformada em

(07

3 = { ce(eyaq — exbq) ] (3.10)

{ ac(cqey — bgec) be(agec — cqex) ]

Se tivermos n pontos correspondentes, com n > 2, usando a equagao (3.10) poderemos
construir um conjunto de equagdes lineares, ficando entao com um sistema de equacgoes do
tipo Ax = b. A estimagdo da matriz fundamental, F, e, automaticamente, da homografia,
H, fica concluida, com a obtenc¢ao da solucao desse sistema através de um qualquer método
numérico.

Por outro lado, se tivermos n pontos correspondentes, com n > 8, poderemos obter
resultados similares. Nessas circunstancias, basta aplicar ao epipolo descoberto e ao con-
junto dos n pontos, o algoritmo da minimizagao algébrica sem iteragdo, para obter a matriz
fundamental e uma homografia, entre as varias possiveis. O facto da matriz G, da equacao
(2.31), nao ter caracteristica igual ao nimero de colunas impede que esta homografia seja
Unica.

A matriz F, assim definida, verifica a equagao (2.10). Para além disso, ela é, por
construgao, uma matriz de caracteritica 2 (o determinante de F é sempre nulo), sendo, por
consequéncia, formalmente a matriz fundamental que descreve a geometria epipolar entre
a parte esquerda e a parte direita da imagem.

Voltando a imagem da figura 3.11, a tabela 3.4 apresenta alguns dos resultados da es-

timagao das matrizes fundamentais que lhe dizem respeito. Relembra-se que a parte central
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No. pontos Matrizes Fundamentais Qualidade de F aef3 Epipolos (Espac¢o nulo de F)
0 —1.0 —871.3 G = 1.0
2 Fee = 1.0 0 6974.3 Qfec = 2.0985 ﬁec - 1'0 e, = (—6974.3, —871.3)
871.3 —6974.3 0 ee— =
[ o —1.0 —942.3 | . —10
Fge = 1.0 0 —2107.2 Qfae = 1.3938 BjC — 1% eq = (2107.2, —942.3)
942.3 2107.2 0 ¢
0 —1.1 —486.5
4 Fec = 1.0 0 4273.0 Qfec = 1.4482 g“ = igfgg ee = (—4228.4, —459.7)
459.7 —4228.4 0 ec— =
[ o —1.0  —708.8 _
Fge = 1.0 0 ~1760.1 Qfae = 1.1366 ggc - ég;gg eq = (1730.3, —723.7)
721.0  1723.7 0 e =
0 -1.0 —231.0 _
8 Feec = 1.0 0 2974.6 Qfec = 0.7201 "/‘GCC *_11'%20%1 e. = (—2959.7, —224.6)
224.6  —2959.7 0 ee
[ o ~1.0  —616.2 _
Fg. = 1.0 0 —1629.7 Qfde = 1.1567 %ZC = é‘gggg eq = (1617.3, —621.8)
620.6 1614.2 0 e

Tabela 3.4: Resultados da estimacao das matrizes fundamentais. A qualidade de F
e as coordenadas dos epipolos estao em pixels. Os epipolos sdo obtidos através do
calculo do espaco nulo de F.

da imagem, no cdalculo dos epipolos, é considerada como pertencente a ambas as partes
esquerda e direita, e portanto, isso implica a existéncia de apenas duas matrizes fundamen-
tais. Através do factor de qualidade da matriz F', confirma-se a propriedade subjacente aos
métodos numéricos, segundo a qual, com o incremento de pontos correspondentes correctos
conseguem-se melhores resultados. Comparando a tabela 3.2 com a tabela 3.4, verifica-se
que as coordenadas dos epipolos sao semelhantes (a situagao ideal seria a igualdade, o que
aconteceria se fosse aplicado o algoritmo da minimizagao algébrica). Apesar deste processo
de estimacao ser mais robusto do que o da aproximacao centrada na matriz fundamental,
continua sensivel ao ruido. A solugdo para reduzir este problema passa pela filtragem do
ruido, do conjunto de dados de entrada, com o RANSAC, aplicado & estimacao de « e .
A figura 3.14 permite visualizar a aplicacao das matrizes fundamentais obtidas, isto é,
mostra as rectas epipolares. Comparando-a com a figura 3.11, esclarece-se o facto evidente

de que a geometria epipolar foi estimada com base nos epipolos.

3.3.3 Reconstrucao tridimensional dos pontos

A fase de reconstrugao comega com a definicdo do sistema de coordenadas do mundo.
Como os espelhos sao planares, assume-se, sem perda de generalidade, que o o plano X Z

contém o espelho esquerdo e que o eixo Z é perpendicular ao plano onde assentam ambos
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(b)

Figura 3.14: Rectas epipolares resultantes da estimag¢do das matrizes fundamentais:
(a) Estimagao com dois pontos; (b) Estima¢ao com quatro pontos; (¢) Estimagdo com
oito pontos.

os espelhos, tal como mostra a figura 3.15. Conforme for a melhor situagdo para o processo

z

Espelho

Direito

\\\\ y
Figura 3.15: Sistema de coordenadas do sistema de aquisi¢ao e reconstrugao.

N

de reconstrugao, o eixo X, pode ser qualquer recta 3D paralela a recta que passa pela
base do espelho esquerdo. Por fim, o eixo Y posiciona-se conforme a obrigatoriedade da
perpendicularidade existente para com os eixos X e Z. Isto faz com que o eixo Y possa estar
para la do espelho direito, sobre o espelho direito ou aquém do espelho direito, porque, como
se vé na figura 3.15, a abertura entre os dois espelhos é sempre fixa (para cada processo de
reconstrugao), e igual a f3.

Conforme o que foi dito, a imagem adquirida pode ser considerada como a juncao das

duas imagens captadas pelas camaras virtuais, posicionadas atras dos espelhos. Assim, o
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processo de reconstrucao baseia-se na interseccdo geométrica dos raios de luz que passam
pelos centros épticos dessas camaras virtuais e pelo ponto 3D genérico, P, a recuperar.
Denominando o raio de luz genérico que passa pelo centro éptico C,, da camara virtual
esquerda, como recta (tridimensional) esquerda, e o raio de luz genérico que passa pelo
centro éptico Cyr, da camara virtual direita, como recta (tridimensional) direita, a equacao
dessas rectas, ambas restringidas a passar pelo ponto a recuperar, pode ser dada por

(P — Cj)

P=C Al =G
|2 — Cil

(3.11)

com i € {v,v'} e A # 0. Como se constata da equagao (3.11), além dos centros épticos
de cada camara virtual, precisa-se também de conhecer os pontos tridimensionais P, e
P,;, pertencentes as respectivas rectas, esquerda e direita, para se atingir a recuperacao de
P. Da equagao anterior também se consegue perceber que, por cada nova reconstrucao
sao, necessarios novos pontos P, e P;. Os pontos P, e P; nao sao quaisquer pontos das
rectas, tendo, obviamente, uma relagao que facilita o processo de reconstrucdo. Veremos
posteriormente qual é essa relacao e em que é que ela simplifica a recuperacao de qualquer
ponto P.

Para facilitar a explanacao, a fase de reconstrucao dos pontos tridimensionais é dividida
em trés partes, a da obtengao dos pontos P, e P; (célculo dos pontos do plano espelho), a
da obtengao dos centros 6pticos virtuais C,, e C,s (célculo dos centros 6pticos) e, por fim, a

da obtengao do ponto genérico P (recuperagao de pontos genéricos).

Calculo dos pontos do plano espelho

Os conhecimentos até este momento resumem-se ao das projecgdes que estao na imagem
nao calibrada e ao de que ambos os espelhos planares podem ser considerados como planos
tridimensionais. Assim, para a obtengao genérica dos pontos tridimensionais P, e Py, ira
ser usada uma matriz de transformacao, T, que relaciona as projeccoes da imagem com
pontos euclidianos de um plano do sistema de coordenadas do mundo.

A primeira vista, a relagdo (2.7) fornece a possibilidade de se obter a matriz T. No
entanto, a partir da forma como estd apresentada, nao se conseguem determinar os pon-
tos 3D desejados pois no sistema de equagoes resultante existem trés incégnitas para duas
equacoes. De forma a ultrapassar este problema surgiu a ideia de aproveitar o facto do

espelho esquerdo estar no plano X7 e, a partir dai, obter os pontos genéricos P, e Pj.
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Neste contexto, como se tem dois espelhos, terao de ser criadas duas matrizes de trans-
formacao, que relacionem matematicamente os pontos tridimensionais dos espelhos com as
suas correspondentes projeccoes na imagem.

O ponto P, corresponde a interseccao do raio projectivo que chega a camara virtual
esquerda, e que passa pelo ponto a recuperar, com o plano espelho esquerdo. Como tal,
para a obtengao deste ponto genérico considera-se P, = (X, 0, Z,), pois o espelho esquerdo,
ao estar contido no plano X Z (ver figura 3.15), faz com que todas as coordenadas dos pontos
que lhe pertencem tenham ordenada igual a zero. Considere-se, também, que o ponto P,
é projectado na imagem resultante do sistema de aquisigdo no ponto p. = (Ze,¥e). A

substituigao deste conhecimento na relagao (2.7) origina

Xe
Te tin tiz tiz tus 0 tin iz tia Xe
k|l ye | = | tor tao toz tos 7 < kp. = | tar tog tos Ze
1 t31 t32 133 t34 16 t31 t33 34 1
ou, de forma mais reduzida,

Xe

kp, =Tqe: | Ze

1

onde k é um factor multiplicativo qualquer, diferente de zero.
Com esta simplificagao conseguiu-se fazer com que a matriz de transformacao se tornasse
3 x 3 e, automaticamente, invertivel. Desta forma, todos os pontos P, determinam-se apenas

com as projeccoes das reflexoes na imagem, através de

Xe
E| z. | =T, p. (3.12)
1

Por seu lado, o ponto Py, corresponde a interseccao do raio projectivo que chega a camara
virtual direita, e que passa pelo ponto a recuperar, com o plano espelho direito. Devido ao
facto do espelho direito poder estar sobre o plano Y Z ou noutras posigoes (ver figura 3.15),
a obtencao do ponto genérico Py pode sofrer uma pequena alteracao face a determinacao

de P.. Sendo D a coordenada horizontal no plano que contém o espelho direito, através de
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uma geometria simples obtém-se, para 0° < § < 180° (intervalo de abertura permitida),

Y,
Xg=Dcosp - Xd:taﬁiﬁ

Yy = Dsin 8 D= g4

(3.13)

substituindo (3.13) na relagao (2.7) e considerando que pg = (x4, yq) corresponde a projeccao

do ponto P; na imagem, fica-se com

Yy
xq tin tiz tiz tig taYnﬂ t;}fﬂ +l12 ti3 tlia Yy
k| yg | = tar taa taz tm ZZ < kpg = t;ffg +ta2 toz loa Zq
1 ts1 32 t33 t34 ) tiffg +it32 tsz la4 1
ou, de forma mais reduzida,

Y

kpg =Ty | Zy

1

onde k é um factor multiplicativo qualquer, diferente de zero.

Tal como para P., todos os pontos P; determinam-se através de

Yy
k| Zg | =T, pa (3.14)
1

com apenas com as projecgoes das reflexdes do espelho direito na imagem.

Como as homografias T, e T, sao matrizes 3 X 3, definidas a menos de um factor de
escala, a sua estimacao necessita, no minimo, de um conjunto de quatro pontos tridimen-
sionais do respectivo plano, bem como das suas correspondentes projeccoes 2D, cujos pontos
genéricos definiremos por (Z,, ym). A respectiva estimacao destas matrizes passa pela res-
olugao dos sistemas Atxz = 0 e Atyz = 0, aplicando um qualquer método numérico,

com

T
tXZ:[tn t13 tia to1 tog tos 31 133 t34}

T
tyz = { t;fﬂ +ti2 ti3 tia t;ilg +io2 loz toa t;?;llg +i32 133 t34 }

Para cada um dos sistema de equagoes acima mencionado, a matriz A é composta pelas

respectivas sub-matrizes Axz e Ayz. Estas sdo criadas a partir de cada par de pontos
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correspondentes, e sao dadas por

Xy Zy 10 0 0 —Xyzm —ZyTm—Tm
0 0 0 X,» Zuy 1 —XMym _ZMym_ym

Axz =

Yy Zy 1 0 0 0 —Yyzm —ZyTm—Tm
0 0 0 Ym ZM 1 _YMym _ZMym_ym

Utilizando marcas naturais (como por exemplo, os cantos dos espelhos) ou marcas ar-
tificiais colocadas nos espelhos, conseguimos saber o posicionamento das projeccoes dessas
marcas na imagem (ou seja, os pontos p. e pg). Por outro lado, se essas marcas forem
medidas em relagao a origem do sistema de coordenadas do mundo (que se situa nos espel-
hos), obtemos também os pontos P, e P, e juntamos a tao desejada métrica euclidiana no
processo de reconstrucdo. As marcas deverdo ser tais que tornem o processo natural, isto
é, nao sejam necessarias tarefas adicionais a reconstrugao. Por isso, como se conhecem as
medidas dos espelhos, as marcas relacionadas com esse facto sao as preferenciais.

O namero de pares de pontos correspondentes, necessarios a estimacao, pode ser op-
timizado, ou seja, diminuido, se forem usados os mesmos pontos, tanto na equagao (3.12)
como na equagao (3.14). Se os espelhos esquerdo e direito estiverem juntos, lado a lado,
todos os pontos pertencentes a linha de jungao dos espelhos tém essa capacidade. Apesar
deste facto, nao se podem escolher todos os pontos 3D necesséarios dessa linha pois isso de-
generaria as solugoes obtidas para as transformacoes T, e T,.. No mdximo s6 se poderao
escolher trés pontos pertencentes a linha de jungao dos espelhos, o que implica que para as

duas transformagoes bastard conhecer apenas cinco pares de pontos diferentes.

Calculo dos centros opticos

Através das projecgoes de dois pontos 3D na imagem e das matrizes de transformacao T,
e T,., obtidas no ponto anterior, obtém-se as posicoes tridimensionais correspondentes a
essas projeccoes, nos planos dos espelhos esquerdo e direito. Se, a estes pontos dos espelhos,
lhes juntarmos as posigoes tridimensionais reais das projeccoes usadas, podemos formar
rectas tridimensionais. Como cada espelho simboliza uma camara (virtual), teremos duas
rectas 3D por cada camara virtual, pois os dois pontos conhecidos do mundo real originam

dois pontos em cada espelho. Cada recta tridimensional obtida é um raio projectante que
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chega a camara virtual. Como se sabe, a intersec¢ao de dois raios projectantes que chegam
a mesma camara tem como resultado o centro 6ptico dessa mesma camara.

Embora correcto, este raciocinio tedrico tem na sua aplicacao pratica alguns problemas
relevantes. Sendo assim, passemos a descri¢ao do procedimento pratico utilizado no cédlculo
destes centros Opticos. Como a maneira de os obter é a mesma para qualquer das duas
camaras virtuais, a descricao ira ser feita de forma genérica, sem especificar se o calculo é
para a camara virtual esquerda ou direita.

A execug@o comeca com a marcagao e a medigdo de dois pontos da cena 3D, Py, e Pag,,
nao pertencentes aos espelhos. Apds a aquisicao da imagem nao calibrada da cena, fica-se a
conhecer as projecgoes correspondentes a esses pontos. Multiplicando essas projeccoes pela
inversa da matriz de transformagao (T, ou T,., conforme o caso), obtém-se as reflexdes
no espelho dos pontos marcados na cena, respectivamente, P e Po,. Com estes pontos

tridimensionais definem-se as rectas

TIEPIU,_P—F)\M:O T‘QEPQa—P—i-)\M:O
[ P1o — Pial ([ Pab = Paal|
A interseccao destas rectas dard o centro 6ptico virtual. E aqui que podem surgir problemas.

Quando se fala em interseccao de duas rectas tridimensionais, primeiro ha que verificar
qual a relagao entre elas. Assim, podem existir as seguintes possibilidades: as rectas nao
sao paralelas e nao se intersectam, as rectas intersectam-se, as rectas sao paralelas, mas nao
coincidem e, finalmente, as rectas sao coincidentes.

Teoricamente, s6 a segunda possibilidade é que deveriamos ter neste processo de recon-
strucao. No entanto, basta haver algum erro de medicao ou na escolha das projecgoes na
imagem, para que outras possibilidades acontecam. Na pratica, a probabilidade de acon-
tecer alguma das duas ultimas possibilidades é quase nula porque, além da escolha das
projeccoes ser feita manualmente, s6 uma medicao muito incorrecta daria esses resultados.
Entre as quatro hipoteses referidas, a primeira situagdo pode acontecer frequentemente, ba-
stando para isso pequenos erros na escolha das projeccoes (por exemplo, em vez de escolher
o ponto certo na imagem de 768 x 576 pizels, escolhe-se o ponto que estd seis ou sete pizels
mais afastado). Por tudo isto, o procedimento tem de fazer uma verificagao da relagao entre
as rectas encontradas, e, a partir dai, se for possivel, ultrapassar os erros que possam existir.

Sendo Pj, e Pj, os pontos pertencentes a uma das rectas (a qual denominaremos por

recta 1), e Py, e Py, 08 pontos pertencentes & outra recta (que designaremos por recta 2),
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o procedimento segue com a formagao dos vectores paralelos a essas rectas, dados por
1 = P1aPrp 73 = P Pop

e, também, com a formacao do vector & que une um ponto da recta 1 a um ponto da recta
2. Com os dados que possuimos, esse vector pode ser obtido através de qualquer uma das

formas seguintes

-

U= P1oPq U= P, Poyp U= PP U = PpPoy

Para o procedimento, nao faz qualquer diferenca a escolha da forma de obtencao do vector
.
O vector perpendicular a ambas as rectas 1 e 2 e, também, paralelo a recta que passa

pelo ponto onde as rectas 1 e 2 se encontram mais proximas pode ser formado através de
v=rlAr2

onde A é o operador de produto vectorial.

Se o vector ¥ for nulo, entdo, as rectas 1 e 2 sdo paralelas. Esta situagao representa as
terceira e quarta possibilidades das relacoes entre rectas acima referidas, que, como se disse,
sao devidas a erros grosseiros. Se durante um processo de reconstrucgao este caso (v = 0)
acontecer, o procedimento para imediatamente, de forma a poder ser reformulado algum
valor das medicoes.

Por outro lado, se ¥ # 0, o procedimento continua, com o calculo da distdncia minima
entre as rectas 1 e 2, através de

d = 12
7]
Se d,, for zero, entao as rectas intersectam-se. Se d,, for diferente de zero, entao as rectas nao
se intersectam. A forma de ultrapassar esta iltima situacao, ja que ela resulta, obviamente,
de um erro, consiste em encontrar o ponto médio entre os pontos das rectas 1 e 2 mais
préximos um do outro. Esta solugao também se adequa ao caso das rectas se intersectarem
porque, sendo d,, = 0, o ponto médio entre um ponto e ele préprio é exactamente esse

mesmo ponto.

Nesta fase do célculo (¢ # 0) define-se o plano 71, o qual contém a recta 1, através de

w1 = det
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com P um ponto genérico do plano 7;. Em vez do ponto Py, poderia ser usado o ponto Py
sem que isso alterasse o procedimento.
Da mesma forma, define-se w9, o plano que contém a recta 2, através de
2
9 = det T =0
Pl_ﬁ2a

com P um ponto genérico do plano ms. Também aqui, poderia ter sido usado o ponto Psy,

sem que isso modificasse o procedimento.

o

Figura 3.16: Aspecto grdfico do método de interseccao entre duas rectas nao paralelas
e nao coincidentes.

Da intersec¢ao da recta 1 com o plano my surge o ponto Py, enquanto que o ponto P,
resulta da interseccao da recta 2 com o plano m;. Estes pontos estao, entre si, a distancia
dm, tal como se confirma pela figura 3.16, e pertencem, respectivamente, as rectas 1 e 2.

Para se obter a solucdo matematica destas intersecgoes, terd que se ultrapassar o prob-
lema do sobre-dimensionamento do sistema de equacoes resultante, pois este sistema contém
quatro equagoes (a equacao do plano correspondente e trés equagdes relativas a recta 3D)
para trés incognitas (as coordenadas X, Y e Z do ponto de intersec¢ao). Para resolver este
problema deverd ser usado um método linear (por exemplo o método dos valores préprios
ou 0 SVD) que encontre a solu¢ao éptima do sistema.

Por fim, o centro 6ptico correcto, ou o melhor dentro da possivel situacao de erro, é

dado por
Py — Py

2

Uma vez obtidos os centros épticos virtuais, torna-se facil obter o centro éptico da

C, =

camara real. KEste dado é fisicamente bastante dificil de ser confirmado, pois qualquer
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centro éptico encontra-se posicionado no interior da camara. No entanto, o valor obtido
para o centro 6ptico da camara real, trard mais uma confirmagéo sobre a correccao do
método, pois indica a zona onde a camara real devera estar posicionada. Poder-se-ia tirar
mais partido do centro éptico real, neste processo de reconstrucao, se fosse conhecido um
plano tridimensional, paralelo ou coincidente ao plano imagem, com o qual se pudessem
relacionar as projeccoes da imagem, relativas apenas a cena 3D.

A forma de obtencdo do centro 6ptico, na pratica, é descrita de seguida. Conforme
foi dito atras, um epipolo é a projeccao do centro 6ptico da camara na imagem, pelo que
através das equagoes (3.12) e (3.14) podemos obter as posigoes tridimensionais nos espelhos
(Pare € Pprg) dos epipolos obtidos anteriormente por construgao (ver subsecgao anterior).
Com estes pontos e com os centros Opticos das camaras virtuais podem-se formar duas
rectas, cuja intersecgao é o centro optico da camara real, C,.. A determinacao desta nova
informacao tera que passar pelo método que foi descrito para solucionar o problema ligado a
intersecgao de rectas tridimensionais. Os centros épticos das camaras virtuais sao os pontos
3D que, como vimos, é necessario conhecer.

Outra forma de célculo do centro éptico da camara real assenta no facto dos centros
opticos real e virtual esquerdo pertencerem a mesma recta 3D, a qual contém o ponto Pjye.
Esta restricao associada ao posicionamento do sistema de eixos, mostrado na figura 3.15,
e ao facto da equacao do plano espelho ser Y = 0, impoe que as coordenada X e Z de C,
terdo que ser as mesmas que Pyr.. Segundo Sameer [Sameer 98], os centros épticos virtuais
estao a mesma distancia do espelho que o centro éptico real. Logo, a coordenada Y de C,.
¢é a inversa da coordenada Y do centro optico virtual esquerdo.

Obtidos os centros épticos o sistema fica calibrado. Além disso, mantém-se calibrado
enquanto nao se alterarem as posigoes dos espelhos e da camara real. Assim, com uma
calibracao apenas, pode-se fazer o nimero de reconstrucgoes que se desejar. Para isso, basta
alterar a cena 3D, adquirir nova imagem e fazer o processo descrito no préximo ponto para

todas as projeccoes das reflexdes que se vém em ambos os espelhos.

Recuperacao de pontos genéricos

Com a intersecgao das rectas que passam pelos pontos genéricos P, e Py (correspondentes
ao ponto a recuperar) e pelos centros épticos C,, e C,s, pode-se recuperar qualquer ponto

tridimensional que nao esteja oculto a pelo menos uma das camaras virtuais.



3.3. RECONSTRUCAO CENTRADA NOS ESPELHOS 125

Sendo as coordenadas do ponto a recuperar P(X,Y,Z), as coordenadas dos centros
épticos das camaras virtuais Cy, = (Cyz, Coy, Cpz) € Cyy = (Cyra, Cyry, Crz), € as coorde-
nadas dos pontos dos planos dos espelhos, correspondentes a P, (X, Ye, Z¢), Pi(Xqa, Ya, Zg)

e P, a equagao (3.11) pode ser transformada em

(va Ye) (Xe - Cv:c) O X Cva:Yé - Xecvy
Cvz - Ze O Xe - Cvx CvxZe - Xecvz
( ) ( ) Y | = (3.15)
(C'v’y - Yd) (Xd - Cv’:r) 0 A Cv’de - Xde’y
(Cv’z - Zd) 0 (Xd - Cv’.r) Cv’de - Xde’z

Aplicando qualquer método numérico a equagao (3.15), recupera-se a informagao per-
dida do ponto P. Este modo de se obter os pontos reconstruidos é uma alternativa ao
método que foi usado no calculo dos centros 6pticos. Obviamente que a equacao (3.15)

poderia também ter sido usada na obtengao dos centros 6pticos.

Outras informacgoes importantes

E possivel determinar para este sistema de aquisicao mais algumas informagoes impor-
tantes, como as rotagoes e translagoes entre os diferentes sistemas de coordenadas (mundo,
camara real e camaras virtuais), que podem ser de grande utilidade para o processo de
reconstrucao tridimensional. De notar que estas informacoes estao todas referenciadas ao
sistema de coordenadas do mundo.

Assim, comega-se por considerar as transformagoes rigidas, do tipo (2.3), entre o centro

Optico real e os centros épticos virtuais,

‘R, t, || C, C,
C,=R,C, +t, = =D, (3.16)
0 1 1 1
[ Ry ty Cr Cr
Cy =RyC, +ty = ! =D, (3.17)
0 1 1 1

As matrizes D, e D, sdo conhecidas como matrizes de reflexao.
Tendo por base as equagoes (3.16) e (3.17), chega-se & conclusao que a orientagao relativa

entre os centros opticos virtuais é dada por

R,R;! t,—RyR;'t,
0 1

Chy
1

Cy =R,R;1C, +t, — RyR;'t, = {
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ou, de uma forma mais compacta, por

C C
Co=DyD;'| " |=D| " (3.18)
1 1

Representando cada um dos espelhos pelas suas respectivas normais e relembrando que
a distancia entre os centros épticos virtuais e os espelhos é igual a distacia entre o centro
Optico real e os respectivos espelhos [Sameer 98], entao, segundo [Nayar 98], a matriz de

reflexao para cada um dos espelhos é dada por
I- 2nenz 2den, I- 2ndn£ 2d ny

D, =
0 1 0 1

D, = (3.19)
onde a matriz I é a matriz identidade, as distancias d. e dg sao, respectivamente, as
distancias dos espelhos esquerdo e direito ao centro éptico real, nm, o vector normal ao
espelho esquerdo e n o vector normal ao espelho direito.

De acordo com o que foi apresentado anteriormente, o vector normal ao espelho esquerdo
é dado por n, = { 010 }T, pois este espelho tem como equacao geral Y = 0, e o vector

1
tan 3

T
normal ao espelho direito é dado por ng = { 1 0 } , devido a este espelho ter

como equacao geral —X + ta; ﬁY = 0.
Por outro lado, substituindo as expressoes de (3.19) na equagao (3.18) obtém-se a ori-
entagao relativa entre os planos espelho esquerdo e espelho direito, dada de uma forma

compacta por

R t
D=
0 1
com a rotacao, R, dada por
R =1+ 4(n..ng)n.n} — 2n.n! — 2ngn’? (3.20)

e a translacao, t, dada por
t = 2den, — [2de(ne.ng) + 2dgny

Como os centros Opticos real e virtuais sao conhecidos, a expressao matematica das

distancias d. e dg é obtida através de

C,.C, \/(Cx — Cy)? + (Cy — va)2 +(C; — Cy2)?

de 2 2
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e
d:@@;¢@ramu«%%myﬂ@—@y
1T 2
considerando que o centro éptico real é C, = (Cy,Cy,C>), que o centro éptico virtual es-

querdo é Cy, = (Cyz, Cyy, Cyz) € que o centro 6ptico virtual direito é Cyy = (Cyyry, Cyry, Copr).

Uma outra informacao que se pode retirar da configuracao geométrica deste sistema
de aquisicao, também importante em processos de reconstrucao tridimensional, é o con-
hecimento de um plano de referéncia. Uma das possibilidades normalmente utilizada é o
plano que contém os trés centros épticos. Este plano é conhecido como plano de movimento

[Nayar 98]. A equagao deste plano é obtida por

Cva: - Ca: va - Cy Cvz - Cz
det | Cpp—Cy Cpy—Cy Cp,—C, | =08 AX+BY +CZ+D =0
X-¢ Y-C, Z-C,

A partir desta equagao pode-se retirar a sua normal, que é n = [ A B C }T. Com esta
nova informacao e com base na equagao (3.20), obtém-se a rotagao existente entre este plano
e os planos espelho esquerdo e espelho direito.

Além disto, podemos verificar se as posigoes dos epipolos na imagem estao correctas.
Pelo que foi dito atrds, e, e ey sao formados pela interseccao da baseline C,C,y com as
respectivas imagens virtuais. Para o epipolo e., considere-se a recta 3D que contém os

pontos C,. e C,,. A sua equagao é

X-C, Y-C, Z-C,

Cvx_Cx_va_Cy_Cvz_Cz

Da intersecgao desta recta com o plano espelho esquerdo, cuja equagao é Y = 0, resulta o

ponto 3D
—Cy(Cvz—Cy)

X Gy TG
Y | = 0
I e

Com este ponto, usando a equagao (3.12) obtém-se as coordenadas do epipolo e, na imagem.
Por seu lado, para a obtencao do epipolo e4, considere-se a recta 3D que contém os pontos
C, e Cy. A sua equagao é

X-C; Y -C,y Z - C,

Cv’x - Cm B Cv’y - C'y - Cv’z - Cz
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Da interseccao desta recta com o plano espelho direito, cuja equagao é —X + ﬁY =0,

resulta o ponto 3D
Cﬂv(cu/y_cy)_cy(cv/z_cl‘)

X (C,,~Cy)—tan B(C,/,—Ch)

Y | = tan 8 X
(X_CE)(CUIZ_CZ)

4 CoyCoy — + 02

Com este ponto, usando a equagao (3.14) obtém-se as coordenadas do epipolo ez na imagem.
Este modo de célculo destes epipolos simplifica o0 método criado em [Sameer 98], pois evita

o conhecimento prévio dos parametros intrinsecos e extrinsecos da camara.

3.3.4 Resultados experimentais

Experiéncias com imagens reais validam o nosso método simples de reconstrucao, das
quais se apresentam alguns resultados significativos. Antes de avancar, convém separa-
los em trés grupos, classificados quanto ao angulo de abertura, (3, entre os espelhos (ver
figura 3.15). Com esta classificagao pretende-se dar uma visao mais clara sobre as potencial-
idades e problemas (especificamente o da oclusao) do processo de reconstrugao apresentado.
Assim, os resultados do primeiro grupo sao para todos os casos em que 3 = 90°, enquanto
que o segundo grupo € relativo aos casos em que 8 < 90°. Por fim, o terceiro grupo é para

0s casos em que 3 > 90°.

B = 90°

Este grupo constitui uma situagao especial. Aqui o espelho esquerdo pertence ao plano

XZ e o espelho direito pertence ao plano Y Z. Este ultimo facto simplifica a matriz de

LS N 7S W 5
tan B tan B tan 3 '

Como primeira experiéncia deste grupo, tentou-se apenas a reconstrucao pontos perten-

transformagao T, pois

centes ao mesmo plano tridimensional. A figura 3.17(a) representa uma imagem nao cali-
brada de um plano 3D. Como seria impossivel ver fisicamente o plano 3D naquela posicao,
em ambos os espelhos, utilizou-se uma folha, na qual foi colocado um padrao. Desta forma
simulou-se a transparéncia da folha. Os pontos representados na figura 3.17(a) através da
marca X sdo os que foram reconstruidos. O resultado dessa reconstrugao é mostrado na
figura 3.17(b), onde foi colocado o padrao do plano sobre os pontos obtidos.

Para se ficar com uma melhor visao sobre a precisao deste processo de reconstrucao,

na tabela 3.5 apresentam-se alguns resultados numeéricos referentes a figura 3.17, como as
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Figura 3.17: (a) Imagem nao calibrada de um plano 3D, de onde se recuperaram os
pontos assinalados com um X; (b) Resultados da reconstrucao planar.

Posi¢ao Distancia entre os Distancia Distancia

na imagem X Y zZ pontos reais e recuperados horizontal vertical
1 194.12 087.78 350.58 15.54 144.90 26.50
2 193.87 232.18 362.71 16.85 144.90 19.68
3 194.43 092.58 324.51 11.25 142.69 20.83
4 195.46 234.04 343.18 20.00 142.69 32.66
5 194.59 093.61 303.70 09.76 136.10 29.11
6 197.66 229.48 310.91 12.32 136.10 24.77
7 194.66 093.28 274.59 10.63 138.39 19.99
8 199.21 231.11 286.24 11.76 138.39 21.71
9 194.46 089.72 254.92 13.63 144.08 26.86
10 200.46 233.35 264.67 14.41 144.08 30.25
11 194.41 090.14 228.05 13.08 144.98 30.88
12 202.00 234.78 234.49 10.63 144.98 24.76
13 194.70 095.38 197.62 09.71 137.41 21.97
14 202.91 232.00 209.91 08.97 137.41 32.38
15 194.31 091.80 175.94 11.61 142.21 24.80
16 204.19 233.66 177.59 06.33 142.21 24.80
17 194.08 091.59 141.78 15.45 145.62 -
18 205.17 236.36 152.96 08.61 145.62 -

Tabela 3.5: Informacao sobre os pontos recuperados do plano 3D. Os valores da sexta
e sétima coluna referem-se a distancia entre o ponto recuperado e 0s seus vizinhos de
baixo e lateral, respectivamente.

coordenadas dos pontos reconstruidos (relativas & origem do sistema de coordenadas do
mundo), a distancia entre os pontos reais e os reconstruidos e a distancia entre pontos
vizinhos (na vertical e na horizontal). Estes dados foram obtidos usando os cantos dos
espelhos, como pontos 3D conhecidos (pois sabia~se que o tamanho de cada espelho era de
600mm x 600mm), na obtengao das matrizes T, e Ty.. A fase da correspondéncia, entre
as projeccoes de cada parte da imagem adquirida, foi ultrapassada recorrendo apenas as

homografias, porque o que estava em jogo era apenas um plano 3D.

Da quinta coluna da tabela 3.5 resulta uma informacao importante, a do erro médio

entre as coordenadas dos pontos reais e reconstruidos. Neste caso, a coordenada X tem
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um erro médio de AX = 12.31mm, enquanto que a coordenada Y tem um erro médio de
AY = 4.09mm. Por fim, o erro médio na coordenada Z é de AZ = 3.94mm.

Como se constata na figura 3.17(a), o padrao estampado na folha é feito de rectangulos
de tamanhos iguais. Os pontos escolhidos situam-se no centro de cada rectangulo, estando,
por isso, todos a distancia de 138mm em relacao aos vizinhos horizontais e de 25mm em
relagdo aos vizinhos verticais.

A sexta e sétima colunas da tabela 3.5 mostram que os pontos recuperados mantém
mais ou menos as suas posicoes, em relagao aos seus vizinhos. Destas colunas resulta que a
distancia média entre vizinhos horizontais é de 141.82mm, enquanto que entre os vizinhos
verticais é de 25.75mm. A razao para a diferenca entre a distancia exacta, na cena 3D, e a
distancia média entre os pontos recuperados, estd no ruido introduzido aquando da escolha
das projeccgoes na imagem.

Com o conhecimento de (192,103,353) e (207,228,152), dois pontos 3D da cena, a

estimacao dos centros épticos, em milimetros, da os seguintes resultados

C, = (1210.6, —739.0, 718.7)
Cy = (—1490.1,1094.9, 857.8)
C, = (1082.4,852.4,831.4)

onde, recorde-se, C, é o centro éptico da camara virtual esquerda, C,s é o centro 6ptico da
camara virtual direita e C,. é o centro 6ptico da caAmara real. A posicao do ponto C,., apesar
de fisicamente ser muito dificil conhecé-la, coincide com a zona onde a camara estava.

Aumentando a complexidade, passou-se para a tentativa de uma recuperacao de pontos
de vérias superficies planares, ambos captados na mesma imagem. A figura 3.18(a) repre-
senta essa imagem nao calibrada, enquanto que o resultado da reconstrucao dessa imagem é
mostrado na figura 3.18(b). Sobre os pontos recuperados foram colocados os padroes que os
planos tinham na cena 3D. Tal como o exemplo anterior, as transformacoes T, e T, foram
estimadas através dos pontos situados nos cantos dos espelhos e respectivas projeccoes na
imagem. No entanto, na correspondéncia, em vez das homografias, recorreu-se & matriz
fundamental. A razdo para esta mudanga ficou a dever-se ao facto de os pontos a recuperar
pertencerem a diferentes superficies da cena 3D.

Repare-se, através da observacao das figuras 3.17(a) e 3.18(a), que, para este grupo, os
pontos das superficies que se podem recuperar sao apenas os que pertencem as superficies

perpendiculares aos espelhos. No caso limite, através do truque dos padroes colados nas
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Figura 3.18: (a) Imagem nao calibrada, da qual se recuperaram pontos de diferentes
superficies planares; (b) Resultados da reconstrugao, onde sobre os pontos recuperados
se pos o padrao original das superficies da cena 3D.

superficies, podem-se reconstruir apenas os pontos das superficies planares perpendiculares
ao plano onde assentam os espelhos. A razao para este facto deve-se as camaras virtuais
terem uma baseline grande. A tnica forma de evitar este problema de oclusdo é a de abrir
os espelhos, ou seja, aumentar o dngulo S.

Como se pode verificar pela tabela 3.5, em comparagdo com a aproximagao (a), esta
aproximacao revela uma muito menor sensibilidade ao ruido, pois os célculos nao se apoiam
fundamentalmente numa matriz.

Apesar dos bons resultados de reconstrugao, a aplicacao deste método é extremamente
morosa, pois é feita ponto a ponto. Além disso, ndo consegue recuperar mais do que posicoes.
Isto implica que, para uma melhor apresentacao da cena 3D recuperada, tenha que ser feito
um processamento de atribui¢do de cores (ou texturas) aos pontos recuperados. Juntando
isto ao facto do método ser manual e ter a limitacdo de s6 poder recuperar as projeccoes
das reflexoes nos espelhos torna-se necessario o estudo de um outro método de reconstrucao

que ultrapasse estes problemas.

B < 90°

Neste grupo apenas se podem recuperar pontos das superficies perpendiculares aos espel-
hos. A razao é a mesma apontada para o grupo anterior. Além disso, sabendo que, quando
o angulo entre os espelhos é menor do que 90°, comecam a ser reflectidas as préprias re-

flexoes do espelho, o espaco de imagem com zonas correspondentes diminui. Para este grupo
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nao sao apresentados nenhuns exemplos porque nao acrescentariam mais nada ao que ja
foi mostrado, especificamente com os dois exemplos anteriores, relativos ao caso em que
B =90°.

B > 90°

Por fim, havendo um angulo entre os espelhos maior do que 90°, comega-se a poder
recuperar pontos de outras superficies, além daquelas que sao perpendiculares aos espelhos.
Obviamente que essa possibilidade vai aumentando com o angulo 5. A razao para este facto
estd na diminuicao da baseline entre os centros épticos virtuais.

A triangulacao necesséria a recuperacao da informacao sobre o posicionamento tridimen-
sional do ponto, visto através das suas projeccoes na imagem, apoia-se também nos planos
XZ e YZ. No entanto, existe uma diferenca obvia em relagdo ao grupo onde 3 = 90°.
Um dos pontos para se executar a triangulagao, é automaticamente retirado do espelho
esquerdo, pois este espelho estd assente no plano XZ. O outro ponto necessita de algo
mais, antes de ser usado na triangulacao. Numa primeira fase, obtém-se as coordenadas da
projecgao desse ponto no plano YZ (coordenadas Y e Z no espelho direito). De seguida,
usando a equagao (3.13), obtém-se as coordenadas tridimensionais finais do ponto no es-

T
pelho direito. Em suma, do espelho esquerdo tem-se P. = | X, 0 Z. } e do espelho

T
. . Y
direito tem-se Py = { ang Yd Zd }
Exceptuando esta diferenca quanto ao modo de obtencao dos pontos P, e P, todo o
restante processo deste grupo é exactamente igual ao processo do grupo em que G = 90°,

pelo que aqui se prescinde da sua exposicao.



Capitulo 4
Reconstrucao de superficies

A reconstrucao tridimensional de superficies a partir de imagens é um processo com
grande potencial de aplicacao em diferentes dominios de actividade produtiva, como, por ex-
emplo, em sistemas de localizacao e seguimento, jogos de video, realidade virtual, producao
cinematografica ou até em publicidade na internet.

Sendo este assunto tao importante nao poderemos deixar de avancar, nesta dissertacao,
para a recuperacao dessa informacao, no sentido da obtencdo da estrutura tridimensional
da cena. Assim, este capitulo comecara por fazer uma introducéo ao tema da reconstrucao
de superficies. De seguida, apresenta a técnica de reconstrugao que serd usada, denominada
por escavagao do espago tridimensional (space carving). Esta técnica baseia-se em silhuetas.
Depois faz-se a sua aplicacao, em troca com a triangulacao, a dltima aproximacao vista no
capitulo anterior. Por fim, abandonando o modo de aquisicao de imagens baseado nos
espelhos, apresenta-se um sistema pratico e completo, no que diz respeito & reconstrucao
tridimensional de modelos de cenas do mundo 3D a partir de uma sequéncia de silhuetas

bidimensionais. Estas silhuetas pertencem a imagens previamente calibradas.

4.1 Introducao

E cada vez maior a utilizacao de computadores na producao industrial de objectos fisicos
a partir de modelos digitais. Tradicionalmente, em gréaficos computorizados, os modelos 3D
sao construidos utilizando-se software de design poligono a poligono. Essa abordagem con-

some imenso tempo e a qualidade da informacao que se obtém depende, em muito, das

133
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capacidades do utilizador. O processo inverso e correspondente a inferéncia da descricao
digital de objectos fisicos a partir das suas imagens, tem recebido menos atencao. Este
processo ¢ normalmente referido como uma actividade de engenharia reversiva ou mais es-
pecificamente, perscrutagao tridimensional (3D scanning). Existem vérias caracteristicas
tridimensionais num objecto que podem ter interesse em serem recuperadas, onde se in-
cluem a forma, as cores e as propriedades do material do objecto. Este capitulo tratara
s6 o problema da recuperagao de formas tridimensionais, também designado por recon-
strucao de superficies. O propésito da reconstrucao de superficies é a determinacao da
informagao geométrica sobre a forma da superficie, normalmente um conjunto de distancias
ou orientagoes, medidas entre a superficie e um referencial global. E usual chamar a este
conjunto de informagoes tridimensionais mapas de profundidade ou mapas 3D.

Existem diferentes técnicas de adquirir informacao sobre uma superficie tridimensional.
Uma das técnicas consiste em adquirir os dados tridimensionais através do uso de sondas de
tacto, montadas em sistemas mecanicos de medicao de coordenadas. Esta forma de aquisi¢ao
de dados é muito precisa, mas morosa e dispendiosa, estando limitada aos materiais que
podem resistir ao contacto mecanico. Esta técnica é ainda muito utilizada na industria
automoével e na industria aerondutica. Menos fidveis e mais baratas as sondas digitais
manuais determinam posicionamentos através de campos magnéticos ou ultra sons. Este
tipo de digitalizacao requer, no entanto, uma significativa intervencao do homem [Hoppe 94].

Aproveitando as potencialidades criadas e testadas na drea da visdo por computador,
comecou-se, recentemente, a substituir as sondas mecéanicas por sondas laser de profundi-
dade (laser range scanner), uma vez que estas, para além da rapidez, permitem a obtengao
de um conjunto de dados densos e precisos, a elevadas larguras de banda. Estas sondas ilu-
minam o objecto com o feixe laser e medem a distancia ao referencial usando triangulagao,
interferéncia ou o tempo de voo, produzindo os mapas de profundidade com as distancias do
sensor ao objecto que estd a ser sondado. Se o sensor laser e o objecto estiverem fixos entao
podera haver oclusao e apenas os pontos visiveis podem ser completamente recuperados.
Para se reconstruirem objectos de uma forma global e completa, devera haver movimento
entre o sensor e o objecto ou existirem varios mapas de profundidade. Neste ultimo caso
o conjunto dos mapas podem conter a estrutura do objecto mas a fusao dos véarios mapas
que daria a reconstrugao global da superficie, ndo é trivial [Almeida 99] [Ayache 96].

Mais recentemente, devido as técnicas anteriores serem muito dispendiosas, requererem

cuidadosa calibracgao, nao funcionarem muito bem com superficies polidas ou que reflictam
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pouca luz, ou funcionarem com objectos de tamanho limitado, comecaram a ser populares
os métodos em que a aquisicao é feita através de luz estruturada (lasers) e/ou de camaras.
Estes métodos baseiam-se nas relagoes geométricas estabelecidas entre os dispositivos de
aquisicao, iluminagao e as superficies a recuperar. No entanto, a maior parte dos métodos
de reconstrucao feitos nesta drea necessitam de conhecimentos adicionais, como a estrutura
dos dados recolhidos, as caracteristicas internas dos sensores e as informagoes sobre a ori-
entacao da iluminagao, da superficie ou dos sensores em relagao a um referencial [Martins 99|
[Ferreira 00]. Ao permitir-se que os modelos 3D possam ser reconstruidos automaticamente
a partir de uma sequéncia de imagens, a estrutura formada por estas técnicas fornece uma
solucao cujo custo é reduzido e a eficiéncia é aumentada. Adicionalmente, os sistemas basea-
dos nestas técnicas também podem lidar com objectos de varios tamanhos e com reflexoes

variadas. O método descrito neste capitulo insere-se no dominio destas técnicas.

Outro ponto importante na andlise das varias técnicas de reconstrucao de superficies é o
da representacao tridimensional que é gerada pela técnica. Essa representagao terd que ser
compatibilizada com a descricao tridimensional dos objectos em computador e podera ser
realizada de diferentes maneiras. Uma delas, muito popular, baseia-se numa representagao
de linhas e curvas na superficies do objecto (frames). Uma alternativa é utilizar uma
representacao volumétrica do objecto, através de agregacoes de primitivas elementares da
representagao volumétrica, vulgarmente conhecida como vozel ou pizels 3D [Kutulakos 99|
[Wong 01]. Cada wvozel representa um pequeno volume do espago tridimensional, podendo
estar ocupado (ou nao) e reter caracteristicas correspondentes as propriedades fisicas da cena
nesse volume elementar. Uma segunda alternativa é a representacao com pequenas areas de
superficies conhecidas que, agregadas, permitem a obtenc¢ao da reconstrucao tridimensional.
As superficies que mais se utilizam sado pequenos pedagos de planos ou agregagoes de su-
perficies representadas por curvas - ver [Ferreira 00] para uma solugdo com curvas NURBS.
O processo de modelacao apresentado neste artigo segue a segunda forma de abordagem

através de uma representacao volumétrica baseada em vozels.

4.2 Aplicacoes potenciais

Com o desenvolvimento de sistemas rapidos e baratos para a reconstrucao tridimensional

houve um crescimento dos dominios de aplicagao destas técnicas. Este crescimento, visivel
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no texto seguinte, impos a necessidade do estudo deste problema, nesta dissertagao.

Uma dessas areas é a antropometria. Os dados antropométricos sao muito usados no de-
sign de produtos tais como: calgado, vestuario, equipamento de seguranca, méveis e outros
objectos com que o ser humano interage. Este tipo de dados é, por vezes, de importancia
capital. Como exemplo disso, poder-se-a referir a necessidade de precisao nos equipamentos
de proteccao ou a problematica da ergonomia de alguns equipamentos. A maioria dos dados
antropométricos de uso generalizado deriva de informagoes adquiridas, hé cerca de 50 anos
atras, por medicao manual de uma amostra da populacao. As melhorias tecnolégicas nos
anos mais recentes tornaram esses dados obsoletos. Esforcos recentes para a solucionar este
problema sairam frustrados pela auséncia de um método adequado a aquisicao rapida de da-
dos tridimensionais densos e precisos do corpo humano. O advento das recentes tecnologias
de recuperagao tridimensional com imagens veio colmatar esta falha [Médrquez 00].

Ao nivel industrial, o facto de se poder manusear modelos digitais dos objectos fisicos
traz vantagens visiveis de reducao custos. Por exemplo, uma simulacao computacional
com os modelos pode dar a conhecer problemas que podem ser resolvidos antes da sua
realizacao. Esta tecnologia também pode ser usada no controlo de producao, especificamente
em inspecgoes e metrologia dimensional, aumentando a velocidade e qualidade da producao.
Além disto, com a tecnologia emergente SFF (solid free-form fabrication), as reconstrugoes
tridimensionais resultantes podem ser modificadas ou incorporadas na criacao de novos
produtos, obtendo-se, rapidamente, os protétipos de objectos tridimensionais [Weiss 97].
Também ¢ iniciada a possibilidade do envio/recepgao, para qualquer parte do mundo, de
qualquer objecto de uma forma extremamente réapida (fax tridimensional) [Levoy 00]. Com
os protoétipos pode-se ainda estudar o comportamento de novos produtos no mercado.

O marketing é uma outra das areas que beneficiou desta tecnologia. Com os resultados
das reconstrucoes podem ser criadas bases de dados tridimensionais de produtos que podem
ser publicitados pela Internet ou visualizados em computadores, explorando as potenciali-
dades que a tridimensionalidade contém. Uma dessas potencialidades é a do uso virtual do
produto, por exemplo mobilidrio, onde o utilizador pode, em sua casa, fazer medi¢oes ou
compor o produto que mais lhe interessa com os varios componentes existentes.

Outro campo de utilizagdo desta tecnologia é a ciéncia forense. Alguns dos exemplos
mais importantes do seu uso sao os da identificagao de corpos, especialmente na reconstrucao
facial e na medicao das cenas do crime [Improofs www].

Outras areas que este tipo de tecnologia revolucionou foram os meios audiovisuais, onde
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a realidade virtual, até ai apenas possivel através da criatividade de alguns animadores,
entrou numa era de realismo notdvel. Exemplos da utilizacao de reconstrugao tridimensional
de superficies existem no campo da produgao cinematografica e televisiva [3D Matic www].

No campo cultural e educativo esta tecnologia permitiu recriar varios ambientes de out-
ras épocas ou artefactos de civilizagoes perdidas, como o caso de Sagalassos, na Turquia
[3D Murale www|. Com a ajuda da reconstrugao tridimensional pode-se preservar os objec-
tos que a arqueologia resgatou, usando os modelos digitais em vez dos reais, e proporcionar
a qualquer pessoa uma melhor aprendizagem sobre os habitos dos antepassados.

Um dos campos de maior potencialidade de disseminacao desta tecnologia é o da medic-
ina, onde numerosos exemplos de possibilidades da sua utilizacdo podem ser encontrados.
Esses exemplos vao desde a exame, o diagnéstico, o planeamento e a simulacao cirturgica e o
projecto e fabrico de préteses, entre outros. Alids, a integracao de dados obtidos por sistemas
de radiologia e similares com dados tridimensionais adquiridos pela recuperacao tridimen-
sional sao exemplo dos avangos mais recentes deste campo [3D Matic www] [Visible www].
Outras aplicacoes da reconstrucao tridimensional enquadram-se na pesquisa da cura para
certas doengas. Um exemplo disso, é o desenvolvimento de um sistema de analise de imagens
tridimensionais para microscépicos electronicos, aplicado ao estudo da doenca de Parkinson

e que se utiliza uma modelizacao volumétrica [Marquez|.

4.3 Reconstrucao por escavagao do espaco 3D

Apesar de existirem diversas técnicas que solucionam o problema da reconstrugao tridi-
mensional de superficies a partir de imagens, estas solucoes sao numericamente estaveis
para problemas bem definidos e restritos [Marr 76] [Cipolla 92]. Recentemente, comegaram
a ser desenvolvidas alternativas a estas técnicas, com algoritmos de modelagao volumétrica
baseados no principio da escavacao do espaco tridimensional. Foi demonstrado que po-
dem ser recuperadas estruturas muito complexas com algoritmos baseados neste principio
[Kutulakos 99] [Wong 01].

4.3.1 Introducgao

A teoria da escavacao do espaco é uma técnica que consegue uma solucao para o prob-

lema da reconstrucao tridimensional de superficies de uma forma geral, a partir de im-
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agens [Kutulakos 99]. Esta técnica define, no inicio do processo de escava¢ao, um espago
volumétrico onde cabe a superficie a reconstruir. Em cada iteracao, este espago volumétrico
é escavado até a superficie resultante ser consistente com as imagens captadas, isto é, até
que todos os pontos dentro do espago volumétrico sejam consistentes com essas imagens.
Um ponto tridimensional, pertencente ao espaco volumétrico, é consistente com um ponto
numa imagem, se a sua coOr resultar da radiacdo do ponto tridimensional. Isto é valido para
modelos de reflexdo que sao calculados localmente, sendo gerado um volume tridimensional
consistente com a radiagao captada na imagem obtida daquele ponto de vista.

O objectivo do critério de verificagao de consisténcia é decidir se existe um valor de
radiacido que possa ser atribuido a um ponto no espago, de forma a que ele seja considerado
consistente com as imagens de entrada. Em cada iteracao é calculado o critério de con-
sisténcia para um wvozel e, se ele for consistente, é-lhe atribuido o valor de radiacao. Caso
contrario nao fard parte da superficie que se estd a reconstruir. Este processo é repetido
até nao ser possivel eliminar mais nenhum vozel. O que resta do espago volumétrico devera
ser a forma da superficie que se desejava recuperar. Kutulakos e Seitz provaram que se esta
superficie for encontrada, entao é consistente com todas as imagens da superficie.

Nesta dissertacao é escolhida esta abordagem de interseccao do volume devido a sua
capacidade de descrever objectos de topologias mais complexas (por exemplo, objectos com
buracos). Baseado em [Szeliski 93] e [Wong 01], é apresentado um algoritmo que cria uma
octree, utilizando silhuetas a partir de multiplas imagens, usando uma variante ao critério
de verificacao de consisténcia. Deste modo, em alternativa a funcao que modeliza a radiacao
da cena, utilizam-se as silhuetas e as projecgoes dos vozels nas imagens. Com este critério,
obtém-se a taxa de ocupagao da superficie em cada vozel. As silhuetas (ou contornos) sao
uma caracteristica dominante nas imagens e podem ser extraidas com relativa facilidade.
Fornecem informacoes importantes no que diz respeito a forma dos objecto e sdo a tnica
informacao disponivel no que toca a superficies suaves quase sem textura.

Além da estrutura recuperada o processo aqui descrito obtém, também, a textura da

cena 3D. Esta informagao advém da cor que os vozels tém nas imagens.

4.3.2 Representacao de uma Octree

Uma octree [Jackins 80] é uma estrutura de dados em arvore, na qual cada nodo tem,

pelo menos, oito ramificacoes. E geralmente utilizada em computacao grafica para a repre-
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sentagao volumétrica de objectos, onde cada nodo na arvore representa um vozel (elemento
do volume) no espaco tridimensional.

A representacao dos objectos é feita, entao, da seguinte maneira. O nodo da raiz da
octree consiste num sé vozrel de grandes dimensoes que define o volume envolvente do ob-
jecto. A octree é construida subdividindo-se recursivamente cada vozel da arvore em oito
sub-voxels, que sao representados por oito nodos filho. A cada nodo da arvore é atribuido
uma de trés cores (preto, cinzento ou branco), de acordo com a sua taxa de ocupagao. Um
nodo preto representa um vozxel que esta totalmente preenchido, um nodo cinzento repre-
senta um wvozel que estd parcialmente preenchido e um nodo branco representa um wvozel
que esta completamente vazio. E de notar que tanto os nodos pretos como os nodos brancos
nao tém qualquer ramificagdo. Os nodos cinzentos tém ramificagoes, podendo esses seus
filhos terem qualquer uma das trés cores. Eles representam um wvozel que se encontra na

superficie do objecto. A figura 4.1 mostra um volume simples representado por uma octree.

'. 3 l;llll

Figura 4.1: Representacao de um volume simples através de uma octree.

Poderao ser encontrados mais detalhes sobre as representagoes, construgoes e manip-
ilagoes de octree em [Jackins 80] [Chen 88].

Na implementacao apresentada neste capitulo, os vozels sao cubos e cada subdivisao
produz oito sub-cubos idénticos. Cada nodo na octree armazena a cor (taxa de ocupagao),
o comprimento e as coordenadas do centro do cubo que representa. Também contém indi-

cadores das suas ramificagtes, se existirem. A fim de se conseguir um acesso mais rapido



140 CAPITULO 4. RECONSTRUCAO DE SUPERFICIES

aos cubos de um determinado nivel, todos os cubos no mesmo nivel sao armazenados numa

lista dinamica.

4.3.3 Algoritmo de escavagao baseado em silhuetas

O algoritmo estabelece inicialmente o nodo da raiz da octree é como um cubo cinzento
que envolve completamente o objecto. A partir daqui, a fim de aperfeicoar o resultado da
recuperacao da superficie, vao-se formando novos niveis, subdividindo cada cubo cinzento
do nivel anterior em oito sub-cubos. E de notar que os cubos brancos e pretos nao precisam
de ser subdivididos, uma vez que todos os seus possiveis nodos filhos teriam a mesma
classificagao que os nodos originais.

Antes de se iniciar o teste de consisténcia dos cubos com as imagens, assume-se que todos
esses cubos do novo nivel estarao dentro do objecto, atribuindo-lhes a cor preta. O teste
de consisténcia ¢é feito projectando os cubos em cada imagem, e com os pontos resultantes
verificando se estes se intersectam com a silhueta na imagem. Com este teste, determina-se
a taxa de ocupacao do respectivo cubo. A projeccdo em cada imagem da sequéncia ¢ feita
utilizando uma matriz de projeccao que esta associada as imagens. Neste processo, as cores
dos cubos sao actualizadas.

Se a projeccao dos pontos se situar completamente fora da silhueta na imagem corrente,
o cubo deve encontrar-se completamente fora do objecto. E-lhe atribuida, entdo, a cor
branca e nao é necessario mais nenhuma verificacao nas outras imagens. Se a projeccao se
situar parcialmente dentro da silhueta na imagem corrente, o cubo deve encontrar-se perto
do limite do objecto. A sua cor é, entdo, actualizada para cinzenta, a fim de indicar que
a sua taxa de ocupacao é ambigua e que é necessirio ser mais aperfeicoado. Finalmente,
se a projeccao se situar completamente dentro da silhueta na imagem corrente, a sua taxa
de ocupagao nao pode ser determinada de imediato e, por isso, apenas mantém a sua cOr
actual. Se o cubo continuar a ser preto apods a verificagao de todas as projecgoes em todas as
silhuetas da sequéncia, o cubo deve entao encontrar-se completamente dentro do objecto.
Note-se que os cubos s6 podem ser removidos ou ”esculpidos”do objecto que estda a ser
reconstruido.

O processo atras descrito é repetido até nao existir nenhum cubo cinzento no nivel
corrente ou, na pratica, até se atingir o nivel de resolugao pré-estabelecido. O algoritmo

para a reconstrucao, utilizando imagens calibradas da mesma cena tridimensional, captadas
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de multiplas posicoes, é dado pelo seguinte pseudo-cédigo:

Estabelecer o tamanho do menor cubo que envolva o objecto;
Estabelecer o numero de niveis da octree;
Colocar o nodo raiz da octree a cinzento;
Enquanto o nivel maximo nao for atingido faz,
Se nao houver nenhum cubo cinzento no nivel corrente entao,
Termina o processo;
Para cada nodo cinzento do nivel corrente faz,
Subdivide-o em 8 sub-nodos;
Para cada sub-nodo faz,
Coloca a sua cor a preto;
Para cada imagem da sequencia faz,
Projecta o cubo na imagem;
Se a projeccao estiver completamente fora da silhueta entao,
Coloca a cor do nodo correspondente a branco;
Ignora o resto das imagens;
Senao,
Se a projeccao estiver parcialmente dentro da silhueta entao,
Muda a cor do nodo para cinzenta;
Senao,

Mantem a cor do nodo;

Este algoritmo é muito eficaz quando os cubos brancos sao identificados na sua etapa
o mais inicial possivel, evitando, assim, desnecessarias projecgoes, testes de intersecgao
e subdivisoes do cubo. Uma vez que somente os cubos cinzentos do nivel corrente sao
considerados e refinados durante cada iteracgao do processo, é preciso ter cuidado em nao
classificar o cubo como preto (i.e. completamente dentro) ou branco (i.e. completamente
fora) a menos que se tenha a certeza. Pelo contrério, se um cubo branco ou preto for
erradamente classificado como cinzento, apenas indicara que a taxa de ocupacao desse cubo
é ambigua e que o cubo serd reconsiderado e refinado no préximo nivel.

Neste algoritmo, quanto maior for a divisao do volume inicial, ou seja, o nimero de
niveis da octree (INN'), melhor serd a resolugao da reconstrugao. No entanto, para uma maior

resolucao o processo serd computacionalmente mais demorado, pois o nimero total de cubos
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possiveis de testar é de 8V . Depois do processo de remocao de vozels estar completo, os que
restaram correspondem a superficie reconstruida que assegura uma consisténcia geométrica
e fotométrica das imagens da superficie. A amostragem da superficie é feita recorrendo
a biblioteca gréfica e a informacao contida na octree (mostram-se todos os vozels pretos).
Para desenhar um cubo, o programa de visualizacao 1é o tamanho do respectivo vozel e o

seu centro. As coordenadas de todos os vozels da octree sao relativas ao mesmo referencial.

4.3.4 Extracao das silhuetas e teste de intersecgao

Para a extracao das silhuetas nas imagens ¢é utilizado o filtro de canny. De forma a
optimizar o teste de consisténcia, as silhuetas sao representadas por imagens binarias. Além
disso, num pré-processamento das imagens, a todos os pizrels pertencentes aos objectos,
delimitados pela silhueta, é-lhes atribuida a cor branca, enquanto que ao resto da imagem

¢é atribuida a cor preta. Este processo pode ser representado pela figura 4.2.

ji

B

(c)

Figura 4.2: (a) Imagem original. (b) Silhueta extraida com a ajuda do filtro de canny.
(¢) Imagem no teste de consisténcia.

Para classificar um cubo dentro da octree, os oito vértices do cubo sao projectados na
imagem bindria (ver figura 4.2(c). A projecgao de um cubo numa imagem é geralmente um
hexdgono. De modo a facilitar o algoritmo, escolheu-se o menor rectangulo que engloba
todas as oito projecgoes dos vértices do cubo. Como este rectangulo é sempre maior ou
igual que a projeccao actual do cubo, tem que se realgar algumas consideragoes.

Se este rectangulo estiver completamente dentro da silhueta (todos os pizels sdo bran-
cos), entao o cubo também estard, para essa imagem. Similarmente, se este rectangulo
estiver completamente fora da silhueta (todos os pizels sao pretos), entao isso significa que
o cubo também estarda. O problema poderia estar na situacao em que o rectangulo estivesse

parcialmente dentro da silhueta. No entanto, néo se verifica este problema, pois como o cubo
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é considerado ambiguo, vai ser repartido em oito sub-cubos, que sao testados novamente,

até se chegar a uma das situagoes atras referidas.

4.3.5 Recuperacao das texturas

A obtencao das texturas é feita na mesma fase em que se remove ou se mantém os vozxels.
A ideia presente a recuperacao desta informacao é a de que a textura de uma superficie
nao é mais do que o conjunto de cores que se vém na imagem dessa superficie. Assim, da
projeccao dos wvoxels resulta, como foi visto, um rectdngulo em cada imagem. A medida
que se aumenta o nivel da octree, os voxels tornam-se mais pequenos, bem como as suas
projeccoes. No limite, a projeccao de um vozel na imagem restringe-se a um tnico ponto.

Conhecendo esse ponto na imagem tem-se a respectiva cor do vozel.
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Figura 4.3: Resultado da recupera¢io da textura. (a) Uma das imagens usadas; (b)
Uso da média da cor das projec¢oes do centro do voxel nas imagens; (¢) Uso da média
da cor das projecgcoes dos vertices do vozxel nas imagens.

Na pratica, como se usam vérias imagens das superficies tridimensionais e como estas
imagens sao capturadas de posicoes diferentes, a cor em cada imagem, referente a um mesmo
ponto tridimensional, pode ser diferente. A solucao passa, entao, por usar a média das cores
resultantes de cada projeccao da superficie do voxel nas imagens. Nesse processo o vozxel
pode ter multiplas céres. Devido ao grande tempo de processamento que esse processo leva,
pode ser usado apenas a média das cores resultantes da projeccao do centro do wvozxel nas
imagens, ou, como solucao intermédia, a média das cores resultantes da projeccao dos oito

vertices do voxel nas imagens. Esta ultima solucao gera resultados muito semelhantes a cor
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original da superficie 3D. O resultado da utilizacao destas duas solugoes podem ser vistos
na figura 4.3.

Na obtencao da textura devem ser usadas todas as imagens, utilizadas na escavagao,
de forma a suavizar ruidos. Estes ruidos podem resultar de erros no céalculo das silhuetas.
Basta que para isso a silhueta seja maior do que a imagem do objecto a recuperar.

Outro problema que existe na recuperacao da textura é o da atribuicao de cores para
zonas que nao aparecem na imagem (por exemplo, a parte de tras de uma superficie, quando
se tem apenas as imagens da parte da frente). Como as tnicas informagoes que se tém sao as
imagens, a cor atribuida as zonas ocultas vai ser a do voxel que estd mais perto da camara,
segundo as rectas projectantes. Isto faz com que, neste caso, as superficies resultantes
possam ser pouco claras, pois as texturas que aparecem nas imagens sao repetidas. Mais a

frente serd mostrado um exemplo deste problema.

4.3.6 Resultados experimentais

De seguida, apresentar-se-ao os resultados experimentais da aplicacao do algoritmo ex-
plicado anteriormente. Primeiramente serd vista essa aplicacao ao sistema desenvolvido
no capitulo 3, referido como aproximacao (cl) na figura 1.1. Posteriormente, abando-
nando o modo de aquisicao de imagens baseado nos espelhos, mostrar-se-ao os resultados
da aplicagao deste algoritmo a imagens calibradas, adquiridas de varios pontos de vista

(aproximagao (c2) na figura 1.1).

Reconstrucao baseada nos espelhos

Tal como foi visto, qualquer aplicagao do algoritmo de escavacao do espago tridimensional
necessita de usar imagens calibradas, isto é, tem que conhecer todas as matrizes de projeccao
associadas a essas imagens. Assim, como se pretende aplicar este algoritmo ao sistema de
reconstrugao mostrado na secgao 3.3 (aproximagao (cl) na figura 1.1), hé que fazer alguns
ajustes e procurar as informacoes que faltam.

Apesar das matrizes T, e T,., dadas respectivamente pelas equagoes (3.12) e (3.14),
terem algo em comum com as matrizes de projeccao, elas apenas permitem a projecgao
entre o plano imagem e um plano previamente definido. Logo, para aplicar o algoritmo
de escavacao do espaco tridimensional a este sistema tem que se alargar essas matrizes, de

forma a conhecer-se completamente a relagdo entre o mundo tridimensional e as imagens.
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Especificamente, temos que estimar as matrizes de calibragao das camaras (as quais sao as
mesmas para todas as camaras devido as propriedades dos espelhos), juntamente com as
transformagoes (rotagoes e translagdes) entre os quatro sistemas de coordenadas, mundo 3D,
camara real, camara virtual esquerda e camara virtual direita. Este processo é designado
por calibragao das camaras.

O problema da calibracao das camaras, necessario a extraccao de informacao 3D a partir
de imagens, tem sido amplamente estudado. O seu objectivo é o cdlculo da transformacao
do espaco vectorial da camara em qualquer outro espaco vectorial, normalmente o do mundo
3D. Zhang, em [Zhang 02], descreve genericamente as técnicas de calibracao de acordo com
a dimensao dos objectos de calibracao. Segundo este autor, a calibracao 3D é feita com base
na observagao do objecto de calibragao cuja geometria no mundo 3D é conhecida com muito
boa precisao [Faugeras 93]. A calibracao 2D é executada observando o mesmo padrao plano
com diferentes orientagoes [Zhang 00]. Por seu lado, a calibragao 1D baseia-se na observagao
de um objecto, composto por um conjunto de pontos colineares (devendo um deles estar
fixo), de varias posicoes diferentes (minimo seis) [Zhang 02]. A calibragao 0D é feita a partir
das relagoes geométricas entre a cena estatica e uma camara moével [Hartley 00].

Existem, no entanto, outras técnicas que sao dificeis de encaixar na classificacao de-
scrita acima. Kim, em [Kim 98], classificou os métodos de calibracao em cinco categorias:
as técnicas que envolvem uma optimizacao nao linear em toda a escala, as técnicas que
envolvem o calculo de equagbes lineares na obtencao da matriz de transformacao em per-
spectiva, as técnicas baseadas no método dos dois planos, as técnicas que recorrem ao
método dos dois estados e as técnicas da auto-calibracao adaptativa.

Os dois métodos aqui propostos tém caracteristicas que os fazem pertencer a calibracao
2D e 1D, de acordo com a classificacao de Zhang, porque observam planos e necessitam
conhecer um conjunto de pontos. No entanto, tem algumas vantagens quando comparados
com estes dois tipos de calibracao. Os planos observados pela camara, os espelhos, sao
vistos de uma tnica posigao, em vez de varias, e 0os pontos que se precisam conhecer sao
apenas dois, e nao seis, além de nao precisarem de ser colineares nem fixos. De acordo com
a classificacao de Kim, as técnicas que se vao apresentar de seguida envolvem o calculo de
equacoes lineares na obtencao da matriz de transformacao em perspectiva.

O primeiro método aqui proposto é extremamente simples, pois recupera a matriz de
projeccao, T, associada a camara real fazendo uso das matrizes T;, e T, referidas na

subsecgao 3.3.3, e definidas respectivamente pelas equagoes (3.12) e (3.14). Assim, consid-
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eremos as matrizes

tin tiz tiz tiy txz1 txzi2 txzi3 tin tiz tis
T =1 ta1 to tag toy Ty. = | txzg tXzZoy txzaz | = kzz | tor toz tog
t31 tzx taz tsg txz3 txzzy txzs3 t31 t3z ta
tyzy tyz;p tyz3 tgélﬂ +ti2 tiz tig
Ty: = | tyzy tyzg tyzey | =Ky tﬁifﬁ +1to toz tos
tyzs) tyzz, tyzsz tﬁffg +t32 t3z t3g

Olhando atentamente para a composicao destas matrizes, pode-se constatar que se obtém
explicitamente da matriz T, a primeira, terceira e quarta colunas da matriz de projecgao
T, definidas a menos de um factor multiplicativo. Por seu lado, da matriz T,. pode-
se, também, obter explicitamente a terceira e quarta colunas da matriz de projeccao T,
definidas, da mesma forma, a menos de um factor multiplicativo.

Da comparacao entre as duas ultimas colunas das matrizes T, e T,. encontra-se a

~ k . .
relacao entre elas, dada pelo factor de escala ;**, pois ambas as colunas de cada matriz de-
Tz

vem ser iguais entre si. Com base neste factor, obtém-se a informagao que faltava conhecer,
a segunda coluna da matriz T. Assim, como a matriz T também é definida a menos de um

factor de escala, a sua composicao pode ser dada por

tir tio t13 tig txz11 kyztyzn - tt);fél txzio txzi3
T = tyg toy tog toy | = | txzy ky.tyzo — tt):fél txzoo txzo3
t31 tse tsz tgy txz31  ky.tyzs; — tt);fgl txzgs txzss

pois é assumido, sem perda de generalidade, que k,, = 1. Como se reparou, a abertura
entre os espelhos, (3, tem sempre que ser conhecida. Relembra-se que apenas precisamos do
valor de 3 porque ambos os espelhos assentam no plano XY

Como se constata pelo atras referido, este método calcula apenas a matriz de projeccao
que relaciona o mundo 3D com a camara real. Isto deve-se, simplesmente, a relagao entre
B, o que cada camara virtual consegue ver da outra (reflexao da reflexdo), e o espago 1til
de reconstrucao. Quanto mais as camaras virtuais se conseguirem ver, menor é 3 e menor é
o espaco ttil & reconstrucao (problema da ocluséo - ver subseccao 3.3.4 para 8 < 90°). No
entanto, para se calcularem as matrizes de projeccao virtuais deveria ser possivel ver pelas

camaras virtuais, ao menos uma reflexao de um plano da cena 3D criada pelo outro espelho.
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Figura 4.4: Imagens usadas na reconstru¢ao baseada no método das homografias T,
e Ty..

Relembra-se que cada camara virtual estd associada a um espelho. Como estas restri¢oes

nao sao complementares, s6 se pode obter a matriz de projeccao associada a camara real.

A aplicagdo deste método comega com a aquisicdo das imagens apresentadas na figura
4.4. Com base nestas imagens e sabendo que a abertura entre os espelhos é de 141 graus
(B = 141°), obtiveram-se as respectivas matrizes T,, e T,.. Assim, para a figura 4.4(a)
essas matrizes sao dadas por

[ —1.7747¢ —3 —1.0244e —4 7.3745¢ — 1 ] [ 2.1319¢ — 3  —4.7793¢ — 5 7.3745¢ — 1
T,.= | 6.227le—6 —1.7652¢—3 6.7539e—1 | Ty = | 5.3545e—4 —1.7546e —3 6.7539¢ — 1
1.4557e —7  —4.014de —7 1.8845¢ — 3 | | —6.4952¢ —7 —2.6508¢ —7 1.8845¢ — 3

Da utilizagao da figura 4.4(b) resultaram as matrizes

[ —1.9011e =3 —5.690le —5 8.5630¢ — 1 | [ 2.0807¢ —3 —1.4572 —4 8.5630e — 1
T,,= | —2.5657e—5 —1.5625¢—3 5.1647e—1 | Tys= | 5.4612e—5 —1.5668¢ —3 5.1647e — 1
| —1.0461¢ — 6 —2.0540c —7 2.2768¢ — 3 | | —1.2353¢ —6 —4.398le —7 2.2768¢ — 3

Por fim, para a figura 4.4(c) as matrizes estimadas sao

1.4579¢ —3 1.5307e —5 —7.3836e —1 1.6621le —3  —1.1903e —4 7.3836e — 1
Tz = 1.5495¢ — 4 1.2139¢ —3 —6.7440e —1 | Ty, = —1.4479¢ —4 —1.2569e¢ — 3 6.7440e — 1
8.9992e — 7 7.6457e¢ —8 —1.7898e — 3 —8.2786e — 7 —3.2619¢ —7 1.7898e — 3

Como se constata, os valores dos elementos das segunda e terceira colunas das matrizes
T,. e Ty, apresentam uma ligeira diferenca entre si. A justificagao ¢ a sensibilidade
introduzida pelo método numérico que os permitiu obter, pois foi utilizado no processo
de calibragao um escasso ntimero de pontos 2D e 3D e existia ruido na correspondéncia

entre a cena 3D e a imagem.
A partir das seis matrizes anteriores calcularam-se, entao, as matrizes de pro-
jeccao, associadas a imagem i, com ¢ = a, b, ¢, da figura 4.4, T;, dadas por

—1.7747e —3 —1.0088¢ —4 —1.0244e —4 7.3745e —1
T, = 6.2271e — 6 5.4329e —4 —1.7652e —3 6.753% — 1
1.4557e =7 —4.6638¢ —7 —4.0144e —7 1.8845¢ —3
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—1.9011e =3 —3.1105e —4 —5.6901e —5 8.5630e — 1
Ty, = | —2.5657¢ —5 2.2333¢ —5 —1.5625¢ —3 5.1647¢ — 1
—1.0461e — 6 —2.5513e —6 —2.0540e —7 2.2768e — 3

1.4579¢ —3 1.7221e —4 1.5307e —5 —7.3836e — 1
T.=| 1.5495¢ —4 3.3973¢ —4 1.2139¢e —3 —6.7440e¢ — 1
8.9992e — 7 1.9600e —6 7.6457e —8 —1.7898e — 3

Com base nas matrizes anteriores e seguindo a ideia apresentada em [Silva 94],
obtiveram-se os parametros intrinsecos da camara, dados por

47128¢ — 3 0 —3.8515¢ — 9
C, = 0 1.8424¢ — 3 2.7019¢ — 10
0 0 1
[ 4.8602¢ — 3 0 2.3616¢ — 9 |
C, = 0 1.5652¢ — 3 3.5480¢ — 10
0 0 1
[ 1.4681c — 3 0 1.6507¢ — 9 |
C.= 0 1.2700c — 3 8.9815¢ — 10
0 0 1

Por ter sido usada a mesma camara, a matriz de calibracao resultante das diferentes
matrizes T deveria ser a mesma. A diferenca advém da presenca de ruido nas matrizes
que as originaram, conforme referido acima. O desvio existente nao é, contudo, muito

significativo.
Da mesma fonte obtiveram-se os seguintes parametros extrinsecos, associados a
cada imagem da figura 4.4,

—9.9673e —1 —b5.6668e —2 —5.7536e — 2 4.1418e + 2
R, = 3.3716e — 3 2.9416e —1 —9.557be —1 te = | 3.6569¢ + 2
1.4557e =7 —4.6638¢ —7 —4.0144e -7 1.8845e — 3
[ —9.8645e —1 —1.6140e —1 —2.9525e —2 ] 4.4431e 4 2
Ry = | —1.6416e —2 1.4290e —2 —9.9976e — 1 ty, = | 3.3045e 4 2
—1.0461e — 6 —2.5513e —6 —2.0540e — 7 2.2768e — 3

9.9304e —1 —1.1730e —1 1.0426e — 2 —5.0292¢ + 2

R.= | 1.2200e —1 —2.6750e —1 9.5580e —1 te=| —5.3101le + 2

8.9992e —7 —1.9600e —6 7.6457e —8 —1.7898e — 3
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Figura 4.5: Resultado da binarizacao das imagens da figura 4.4.

Tendo as camaras calibradas, pode-se avancar para a reconstrugao através do
algoritmo da escavagao do espago 3D. Assim, apds o processo de binarizacao das im-
agens da figura 4.4 obtiveram-se as imagens da figura 4.5. O resultado final desta

reconstrugao para dez niveis é apresentado na figura 4.6. Como se pode verificar,

Figura 4.6: Diferentes vistas do resultado da reconstrucdao da cena 3D, usando as
homografias T, e T,..

a reconstrucao ¢ excelente tendo em conta o uso de apenas seis pares de pontos
correspondentes. Com a apresentacao deste exemplo, a intencao foi realcar a poten-
cialidade do método recorrendo apenas a informagao minima necessaria.

A grande vantagem deste método, como se pode verificar, é a facilidade com
que se obtém as matrizes de projeccao em perspectiva, T. A sua desvantagem é
a sensibilidade ao ruido, introduzida aquando da estimacao das homografias T, e
T,.. Como foi explicado na seccao 2.5, um pequeno erro no conjunto de dados de

entrada pode resultar em grandes erros nas homografias. Assim, a fim de melhorar os
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resultados das reconstrugoes deve-se usar o maior nimero de pontos correspondentes
de entrada possiveis e aplicar o RANSAC para evitar falsas correspondéncias.

Através da comparagao das figuras 3.17/3.18(b) e 4.6 verificam-se notérias mel-
horias na reconstrugao. Enquanto que na aproximagao (b), usada nas figuras 3.17
e 3.18(b), sé era possivel reconstruir, morosa e manualmente, superficies planas ou
quase planas, nesta aproximagao, (cl), consegue-se recuperar, rapida e automatica-
mente, qualquer tipo de superficie.

Contudo, além do ruido, o escasso nimero de imagens usadas impede uma melhor
defini¢ao da cena (problema da oclusao). Este problema fica a dever-se ao facto da
camara nao conseguir ver a parte de tras da cena 3D e o seu raio de ac¢ao limitar-se
as posicoes onde consegue ver, simultaneamente, a cena e as suas reflexdes nos dois
espelhos. Para ultrapassar esta questao avangou-se para a aproximagao (c2).

O centro 6ptico da camara é, geralmente, uma informacao de dificil determinacao
para qualquer técnica de calibragao. No caso do segundo método de calibracao,
aqui proposto, aproveita-se a facilidade da obtencao da posicao do centro 6ptico da
camara, proporcionada pelo uso dos espelhos. Além disso, chama-se a atencao para a
simplicidade na obtencao dos parametros intrinsecos e na definicao do plano imagem,
apenas com base em relacoes geométricas. A desvantagem deste método é a sua
sensibilidade ao ruido devido a linearidade das equacoes usadas. Para ultrapassar
este problema usa-se a normalizacao de Hartley para os pontos de entrada, 2D e 3D
[Hartley 98].

Passemos, entao, a explanacao deste segundo método. Convém mencionar que, a
semelhanca do método anterior, este método reata o ponto onde se ficou na subseccao
3.3.3, retirando-lhe a parte relativa a reconstrucao dos pontos. Outra ressalva diz
respeito ao facto deste método usar apenas o espelho esquerdo na estimacao da matriz
de calibracao das camaras. Esta opcao justifica-se pela simplificacao de célculos que
a equacao do espelho esquerdo, Y = 0, permite.

Assim, tal como foi definido, o sistema de coordenadas do mundo 3D esta afecto
aos espelhos. Devido a este facto, o centro éptico real, C,, nao é mais do que a
translagao t entre o sistema de coordenadas do mundo 3D e o sistema de coordenadas

T
da camara real. Assumindo o seu conhecimento, C; =t =| ¢, ¢, t, | ,juntamente
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com o conhecimento da matriz que relaciona o espelho esquerdo com a imagem, T x 7,

e partindo das equagoes (2.4), (2.6) e (3.12) obtemos

FTxy =Clr 1y t] (4.1)
ou, de outro modo,
t11 ti2 ti3 fhke v ri1 T3ty
k|t tag tas | = | ha fky ¢ To1 Tegz Ly | =
t31 T3z 133 0 0 1 r31 T3z L.

rifke +ray +raice riafke + 13y +rszce tofke + 1ty + e
= ro1 fky + 1310, ro3fky + 1330, tyfky +t.cy
31 733 ts
pois a coordenada Y ¢é sempre igual a zero.

Da igualdade entre os elementos (3,3) de cada matriz da equagao (4.1), obtemos

P (4.2)

a3

Usando a equagao (4.2) na igualdade entre os elementos (3,1) de cada matriz da

equagao (4.1), obtemos
t.l31

t33

(4.3)

r31 =

Recorrendo ao mesmo processo do qual resultou a equacao prévia, para os ele-

mentos (3,2), obtemos
.32

l33
Devido ao produto interno entre os mesmos dois vectores de R ser unitario, tal

33z = (44)

como se viu na equacao (2.5), e porque conhecemos r3; and rss, calculamos

e Y T

Nao nos preocupamos com o sinal de r32 porque este parametro serd usado na criagao
de uma recta 3D, onde o seu factor de escala absorvera esse sinal, tal como veremos

mais a frente.
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Como se sabe, segundo a equacao (2.3), a matriz de rotagao e o vector de translagao
definem a transformacao de um ponto genérico P, do referencial do mundo 3D, para
o ponto P., no referencial da camara real. Tendo por base esse conhecimento, junta-

mente com as propriedades da rotacao, pode-se obter a relagao inversa através de

P=RYP,—t)=R"(P.—t)
. . H ’ . . Ve .
Isto significa que o vector r’s = [ rs1 T3y Tas ] ¢é o vector director do eixo éptico, o

qual é dado por
r., =C, + )\r_’; =0

Da intersec¢ao desta recta 3D, r.,, com o plano do espelho (Y = 0), obtemos o
ponto P,y. Da sua aplicacdo a equagao (3.12) resultam as coordenadas do ponto

principal da imagem, isto é

Pom = (C:ra Cy) - TXZPOM

»Cr

Figura 4.7: Cdlculo das relagoes entre os sistemas métricos utilizados (metro e pizels).

As relacoes horizontal (k) e vertical (k,) entre os sistemas métricos utilizados (piz-
els na imagem e metros no mundo 3D) obtém-se, tal como demonstrado na figura 4.7,
respectivamente, por

onde

dr=pi—po dy=p2—po DX =T p—Txypy DY =T%p,— Ty Po
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Note-se que os pontos pg e p; devem formar uma recta horizontal, centrada na imagem,
enquanto que os pontos py e ps devem formar uma recta vertical, também centrada
na imagem.

Com a informagao obtida até agora, podemos estimar a distancia focal da camara

real, na métrica do mundo 3D, baseando-nos na semelhanca entre triangulos, através
de
= t.DomEe
Pt — Pt

onde p,, € P, sdo os pontos atras referidos, e. = (ey,e,) é o epipolo na imagem
esquerda, estimado da seccao 3.3.2, e P.j; é o ponto de interseccao da recta tridimen-
sional C,.C, com o plano espelho esquerdo. Para que o valor de f seja o correcto,
todos os valores usados no seu calculo devem estar na mesma métrica. Assim, as
coordenadas x e y de todos os pontos da imagem devem ser divididas, respectiva-
mente, por k, e k,. Devido ao facto de se ter recorrido a semelhanga entre triangulos,
devemos sempre utilizar C,.C, pois é a unica recta perpendicular ao espelho. Além
disso, devemos utilizar a recta C,.P,); porque ela é a unica recta que é perpendicular
ao plano imagem.

Utilizando os parametros f, k;, k,, ¢, e ¢, obtidos geometricamente, a equacao
(4.3) e a equagdo (4.2) na igualdade entre os elementos (2,1) de cada matriz da

equagao (4.1), obtemos
k‘tgl — CyT31

[y

Da mesma maneira para a igualdade dos elementos (2,2) de cada matriz da

21 =

equacao (4.1), recorrendo agora a equacao (4.4), obtemos
o — kt22 — CyT33
2=
[ky
Seguindo o mesmo processo para a igualdade entre os elementos (1,3) de cada
matriz da equagao (4.1), chegamos a
o kt13 - C:ptz - fkwtx
T !
y
Finalmente, usando todos os parametros estimados até agora, calculamos

kty1 — cyr3n — yron ktio — cgrs3 — yras

Fhs = Fh,

r =
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Conhecendo os vectores de rotacao ry e r3 e utilizando as propriedades das matrizes

de rotagao, obtemos

i1 To1 T31 21733 — 123731
ro =11 A3 = det 713 To3 T33 = | T13r31 — 11733 (4.5)
1 J k 11723 — T'13721

Resumindo, nesta fase conhecem-se ja as matrizes de calibracao de todas as
camaras (C = Cyirtuar = Cuirtuar), bem como a orientacao relativa entre a camara
real e o mundo 3D (R e t).

Se utilizarmos a imagem virtual esquerda e os pontos do espelho esquerdo poder-
emos obter, usando o processo descrito na subsec¢ao 3.3.3, outra matriz com as mes-
mas caracteristicas de Txz. Entao, como conhecemos a posicao do centro 6ptico
virtual esquerdo, seguindo o mesmo processo acima descrito, obtemos os parametros
extrinsecos inerentes a camara virtual esquerda (R, e t,).

A orientacao relativa entre as camaras real e virtual esquerda é dada por
P.,=RR,' (P, —t,) +t

onde P. é um ponto genérico no referencial da camara real e P, ¢ um ponto genérico
no referencial da camara virtual esquerda.

O processo de calculo da orientacao relativa entre a camara virtual direita e o
mundo 3D (R, e t,) ¢ semelhante ao desenvolvido anteriormente para as outras

camaras. No essencial as diferencas residem no uso da matriz Ty, em vez da Tx,

e na utilizagao da equacao do espelho direito, X — tarll ﬁY =0.

Com os conhecimentos adquiridos até agora, é possivel obter a equacao do plano
imagem, na métrica do mundo 3D. Assim, sejam os pontos da imagem py = [ To Yo } ,
P = [ r1 W } e p = { To Yo } Estes pontos, medidos em pizels, devem estar em
posicoes diferentes e nao serem todos colineares entre si. As suas coordenadas no

sistema métrico do mundo 3D sao as seguintes

t o —Cxz\2 Yo—Cy\2
Py=| zo—cx Y=ty Z\/( B )

e b TxvPo—Pen
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t T —Cx 2 yl—Cy 2
P = [ Ti—cy Y1—Cy z\/( B )R
b Fy TiyP-Pen

ts T2 —Cx\2 Y2—cy\2
e u Ty Po-Pen
A equacao do plano imagem é, entao, dada por

P =P
det P, — P =0 AX+BY+CZ+D=0 (4.6)
P—F
onde P é um ponto 3D genéricoe n; = | A B (C | é o vector normal a esse plano.

A interseccao do plano imagem com o plano espelho esquerdo é uma recta 3D,

cuja equacao, usando (4.6), é
r,=AX+CZ+D=0

A rotacao, R, entre o mundo e a camara real é feita em torno desta recta, cujo angulo
de rotacao é o angulo entre o plano espelho esquerdo e o plano imagem. Como o vector

normal ao plano espelho é n, = [ 010 ], entao esse angulo é dado por

)

O vector director da recta r;, o eixo de rotagao, é dado por

( n; - -n;
= alrccos\ —
¢ ENIEY

n. A n;

vd = [ vd, vd, vd, }T

| ne Am; ||
Com este angulo e este eixo de rotacao podemos confirmar os valores dos elementos

da rotacao, R, através do uso dos quaternioes. Assim, sendo o quaterniao dado por

0 cos(5)
| @ | | vdesin(3)
= Q2 a vd, sin(2)
q3 vd, sin(%)

com |q|? = 1, a rotacao que lhe estd associada é
GB+a—6-3 20— 0p) 2006+ o)

R = 2012 + 093) @B -G +6 -4 2(q205 — 9oq1)
2(q193 — qo042) 2(q3 + @1) @ — G — @G+ a3
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Reconstrucao sem recurso aos espelhos

No sistema de aquisicao baseado nos espelhos, visto anteriormente, o campo de
visao das camaras virtuais é menor que o da camara real, pois estd confinado a
dimensao dos espelhos. Além disso, a imagem relativa a cada espelho capta, para
além de parte da cena, a reflexao da imagem captada pelo outro espelho, que nao é
usada na reconstrucao. Assim, de cada imagem captada por estas camaras virtuais
sO é aproveitada uma pequena parcela da mesma. Isto faz com que hajam pontos
ocultos, nao sendo possivel a reconstrugao completa da cena. Em face desta situacao,

avanga-se para uma captagao de imagens sem recurso aos espelhos.

Figura 4.8: Imagens usadas no processo de reconstrucao de superficies.

As imagens representadas na figura 4.8, foram captadas por uma camara que

se ia movimentando em relacao a cena. As posicoes das camaras podem ser vistas
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Figura 4.9: Posicionamento das camaras que adquiriram as imagens da figura 4.8.

na figura 4.9 e confirmadas através das seguintes matrizes de rotagao e vectores de

translagao,
[ —0.075461 —0.990485 —0.115086 | [ 34.103115 |
R, = | —0.996900 0.077518 —0.013492 | t, = | 7.813111
| 0.022285  0.113711  —0.993264 | | 158.628082 |
[ 0.023804 —0.672645 —0.739580 | [ 26.615583 |
Ry, = | —0.997506 0.033101 —0.062332 | to= | 7.830751
| 0.066408  0.739225 —0.670176 | | 155.473236 |
[ 0.094305 —0.398762 —0.912193 | [ 23.056980 |
R; = | —0.994858 —0.003755 —0.101210 | t3= | 7.939978
| 0.036934  0.917047  —0.397066 | | 156.151489
[ —0.201053 —0.676850 0.708133 | [ 37.531162 |
R, = | —0.979270 0.157063 —0.127909 | t,= | 5.871248
| —0.024646 —0.719170 —0.694397 | | 169.935303 |

Para cada aquisicao, foi feita uma calibragao da camara, usando as rotinas de cali-

bragao do OpenCV, obtendo-se, além das matrizes anteriores, a seguinte matriz de

calibracao
1539.884521 0 167.125214
C= 0 1433.421997 394.105225
0 0 1

Para cada imagem, usando todas estas matrizes, foi calculada uma matriz de trans-

formagao do tipo (2.7). Convém mencionar que o OpenCV é apenas uma biblioteca
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de funcoes. Isto significa que para se obter a calibracao das imagens teve que ser feita
uma aplicacao.
As imagens bindrias usadas para a reconstrucao, referentes a figura 4.8, sao apre-

sentadas na figura 4.10.

ryrirary

Figura 4.10: Imagens bindrias usadas no processo de reconstrucao de superficies.

Os resultados da reconstrugao, apoiada numa octree de nove niveis, podem ser
vistos nas figuras 4.11 e 4.12. A primeira figura apresenta os resultados obtidos pelos
diferentes niveis da octree, mostrando, apenas, os limites dos vozels para demonstrar
que o numero de vozels aumenta consideravelmente a medida que se sobe de nivel.
A figura 4.12 permite visualizar os resultados da reconstrugao, para nove niveis da
octree, segundo diferentes pontos de vista. Os resultados da figura 4.12 apresentam
alguns problemas devido a nao utilizagao de imagens da parte de tras da cena 3D.
Nestas circunstancias, a atribuicao da textura para os vozels referentes a essa zona
da cena, é feita com base nos vozels da frente. Consequentemente, para algumas das
vistas a reconstrugao torna-se pouco clara.

O site http://svr-www.eng.cam.ac.uk/~kykw2/research.html, permitiu obter as
imagens calibradas, representadas na figura 4.13, pelo método descrito em [Wong 01].
A partir das suas matrizes de transformacao verificou-se que essas imagens foram
captadas por uma tnica camara que se ia movimentando em relacao a cena ou por
varias camaras estaticas em posicoes diferentes. As posicoes das camaras podem ser
confirmadas através da figura 4.14.

As figuras 4.15 e figura 4.16 permitem visualizar os resultados da reconstrucao,
para oito niveis da octree e para dez niveis da octree (segundo diferentes pontos de

vista), respectivamente.
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No exemplo de reconstrugao anterior a camara foi rodando em torno do objecto a
recuperar. De forma a mostrar que a este algoritmo se pode aplicar quaisquer imagens
do objecto verifique-se o proximo exemplo. As imagens da figura 4.18 foram captadas
por uma camara nas posicoes apresentadas na figura 4.17.

As figuras 4.19 e figura 4.20 permitem visualizar os resultados da reconstrucao,
para oito niveis da octree e para nove niveis da octree (segundo diferentes pontos de
vista), respectivamente.

Estes resultados mostram a boa qualidade de reconstrugao de superficies que se
obtém com a aplicacao do método da escavacao do espaco 3D. Pela facilidade de
implementagao e fracas exigéncias (uso de apenas uma camara e um processo de cali-
bragao aceitével), este método revela grandes potencialidades de aplicagao a qualquer

necessidade de reconstrucao.
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Figura 4.11: Resultados da escavagdo por niveis (visualiza¢ao dos limites dos vozels):

(a) Nivel 2; (b) Nivel 3; (¢) Nivel 4; (d) Nivel 5; (e) Nivel 6; (f) Nivel 7; (g) Nivel 8.
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Figura 4.12: Diferentes vistas do resultados da escavac¢do para nove niveis.
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Figura 4.13: Imagens usadas no processo de reconstrucao de superficies.

® ®.
[ ] Y
L J
0' .
*
0"0

Figura 4.14: Posicionamento das camaras que adquiriram as imagens da figura 4.13.
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Vi)

(d) (e) (f)

Figura 4.15: Resultados da escavagdao por niveis: (a) Nivel 1; (b) Nivel 2; (c) Nivel
3; (d) Nivel 5; (e) Nivel 6; (f) Nivel 8.

|

Figura 4.16: Diferentes vistas do resultados da escavac¢do para dez niveis.
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Figura 4.18: Imagens usadas no processo de reconstrucdao de superficies.
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(b)
() (d)

g )
() (f)

f f
() (h)

Figura 4.19: Resultados da escavagao por niveis: (a) Nivel 1; (b) Nivel 2; (c) Nivel
3; (d) Nivel 4; (e) Nivel 5; (f) Nivel 6; (g) Nivel 7; (h) Nivel 8.
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Figura 4.20: Diferentes vistas do resultados da escavac¢do para nove niveis.



Capitulo 5
Conclusoes e trabalho futuro

Neste capitulo apresentam-se as conclusoes do trabalho desenvolvido e sao sugeri-

das linhas de aplicacao futuras.

5.1 Conclusoes

O potencial contido nas imagens levou o homem a utilizé-las cada vez mais ao longo
dos anos. Ha, neste momento, um grande dinamismo nas areas ligadas a imagem,
sendo a visao por computador uma delas. Este trabalho inseriu-se exactamente nesta
area e pretendeu contribuir, de alguma forma, para o aumento dos conhecimentos
nela envolvidos.

Nesta dissertagao pretendeu-se implementar processos robustos de recuperagao
de informacao tridimensional a partir de imagens. Por se tratar de um assunto ja
investigado, procurou-se renovar esse estudo, através da introducao da ideia, menos
explorada na area da visao, da utilizacao de superficies reflectoras.

Comecou-se por estudar formas simples de aquisicao de imagens baseadas em
espelhos. A partir dai, e de forma a tornar o sistema de aquisicao o menos dispendioso
possivel, definiu-se que se iriam utilizar apenas uma camara e um conjunto de espelhos
planares.

O passo seguinte consistiu na criagao e desenvolvimento de um primeiro sistema,

que permitiu um envolvimento pratico com os problemas da reconstrucao, nomeada-

167
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mente as correspondéncias entre imagens, as calibragoes, as triangulagoes e os métodos
numéricos. Embora valido, o trabalho produzido até aqui era um pouco instavel. Essa
instabilidade devia-se ao facto de a reconstrugao se basear exclusivamente na matriz
fundamental (dos espelhos apenas se tinha retirado a capacidade da duplicacdo de
imagens).

Assim, passou-se a construcao de um novo sistema que retirasse mais do potencial
dos espelhos e que nao se apoiasse tanto na matriz fundamental. A ideia base surgiu
do trabalho de Sameer [Sameer 98], que mostra a possibilidade do conhecimento da
geometria epipolar entre duas imagens de uma cena 3D vistas por espelhos. Com este
suporte, procurou-se inovar no sentido de facilitar a obtencao da geometria epipolar.
Verificou-se que, efectuando uma determinada mudanca de base para cada conjunto
de projeccoes correspondentes, bastava conhecer apenas as projeccoes nas imagens
de dois pontos tridimensionais, bem como as suas reflexdes num dos espelhos (quatro
projecgoes reais na imagem), em vez das oito projecgdes reais necessarias no método
de Sameer [Sameer 98], para se conhecer a geometria epipolar. A partir daqui, criou-
se um sistema para a determinacao da estrutura tridimensional dos objectos imoveis
da cena. Neste sistema, foram utilizados espelhos na ajuda a triangulagao, através
de relagao existente entre os pontos dos planos espelho e imagem.

Devido as limitacoes deste sistema, alterou-se a forma de recuperar a informagao
3D. Em vez de ser usada a triangulacao, foi aplicada a escavagao do espago tridimen-
sional, baseada nas silhuetas. Com esta técnica concluiu-se que os resultados, embora
prometedores, necessitavam de mais imagens do que as que o sistema de aquisicao
usado poderia facultar.

Para verificar todas as potencialidades da técnica da escavacao do espaco tridi-
mensional, a captacao de imagens calibradas passou a ser feita por um conjunto de
camaras, e nao por recurso aos espelhos. Os resultados obtidos demonstraram uma
excelente capacidade de reconstrucao de cenas complexas, por exemplo, de objectos
com buracos.

Em sintese:

e a reconstrucao baseada apenas na matriz fundamental e na triangulacao requer
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uma enorme precisao nas projeccoes correspondentes;

e a reconstrucao baseada nos espelhos e na triangulacao ¢ muito mais tolerante
a falhas introduzidas pelo conjunto de projeccoes correspondentes, do que a

reconstrucao baseada na matriz fundamental;
e areconstrucao baseada nos espelhos e na triangulagao ainda pode ser melhorada;

e a reconstrucao baseada nos espelhos e na escavagao do espaco tridimensional so

gera bons resultados quando usa muitas imagens;

e a técnica da escavacao do espaco tridimensional, baseada nas silhuetas, fornece
excelentes resultados para qualquer cena 3D, desde que use imagens bem cali-

bradas, que abranjam toda a cena.

5.2 Trabalho futuro

Para melhor descrever as propostas de trabalho futuro, faz-se a separagao entre as
que se aplicam ao trabalho descrito no capitulo 3 e as que sao inerentes ao trabalho
do capitulo 4.

No que diz respeito aos sistemas apresentados no capitulo 3, conforme foi mostrado
na seccao 3.3, a imagem captada pelo sistema pode ser dividida em trés partes. Cada
parte estd associada a um centro 6ptico (centro dptico real, Co,, centro éptico virtual
direito, C'og4, e centro éptico virtual esquerdo, Co,). Este trabalho apenas reconstruiu
pontos nas imagens captadas pelos centros 6pticos virtuais (Co./Cog). Assim, uma
primeira melhoria a fazer, como trabalho futuro, poderia ser tentar a recuperagao
de todos os pontos possiveis nos trés casos que se conhecem: Co./Co4, Co./Co,
e Co,/Co4. Esta alteragao iria possibilitar a recuperagao de pontos 3D, ocultos a
alguma das trés partes da imagem.

Com a adicao de mais espelhos ao sistema de aquisicao poder-se-ia tentar um
campo de visao o mais alargado possivel. A vantagem que poderia advir desse proced-
imento seria, no seguimento da ideia atras referida, a obtencao de um maior niimero

de pontos ocultos.
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Na sequéncia disto, uma tarefa interessante a desenvolver seria a juncao de todos os
pontos reconstruidos (depois de eliminados os repetidos), mostrando-os graficamente,
sem conhecimento prévio sobre a sua organizacao. Isto faria com que, através de uma
boa interpolagao, fosse possivel recuperar também a forma do objecto.

Outra ideia interessante a explorar, numa tentativa de recuperar algo mais do
que pontos, seria a da questao das curvas de perfil. Este estudo poderia facilitar a
recuperacao de superficies através da utilizacao do sistema de aquisicao apresentado.

Uma outra questao a abordar poderia ser a da utilizacao do trifocal, ja que ex-
istem trés centros 6pticos. Sendo introduzidos mais espelhos, simplificar-se-ia o pro-
cedimento com as relagoes trifocais, eliminando uma sobrecarga de processamento
que existiria na continuacao do relacionamento dos espelhos dois a dois, através da
geometria epipolar.

No que diz respeito ao trabalho do capitulo 4, uma das propostas para melhorar
a visualizagao seria a criacdo de uma rede de triangulos (meshes) a partir dos vozels.
Isto tornaria o processamento grafico muito mais leve.

Outra proposta seria a implementagao de um sistema multi-ocular de recon-
strucao, ligado a um sistema de aquisicao de imagens automaticamente calibradas
em tempo real, que fosse capaz de obter, sem qualquer intervencao humana, a estru-
tura e textura de qualquer objecto que se lhe aplicasse. Uma das tarefas teria que ser
a automatizagao do processo de binarizacao das imagens.

Uma ideia interessante a aplicar a todo este trabalho seria a utilizacao de métodos
numéricos nao lineares em vez dos utilizados.

Por fim, deixa-se no ar a possibilidade da introducao de emissores laser. Neste
caso, cré-se que o processo de reconstrucao beneficiaria, principalmente em termos
de restrigdes a usar (ou seja, baixaria a sua complexidade), na medida em que estes

emissores podem ser vistos como camaras que, ao invés de captarem luz, emitem-na.



Apeéendice A
A qualidade da correspondéncia

Nao existindo qualquer regra pratica para a definicao da qualidade da corre-
spondéncia, nesta dissertacao optou-se por based-la nas distancias. Mais especifi-
camente, sendo a correspondéncia dada através de uma matriz fundamental ou ho-
mografica, essas distancias sao medidas entre os pontos usados para a estimagao da

matriz e os resultados da aplicacao dessa matriz aos ditos pontos.

A.1 Matriz fundamental

Para testar a qualidade de uma matriz fundamental, F, definida através de um
conjunto de pontos correspondentes, (pe;,pai), @ = 1...n, nas imagens I, e I, foi

utilizada a féormula seguinte

" d(pgi, FP.i) + d(pe;, F Py

com )y a designar-se qualidade da matriz fundamental, F.

Em (A.1), d é a distancia euclidiana de um ponto a sua recta epipolar corre-
spondente. Note-se que os pontos usados sao dados pelas suas coordenadas pizel na
imagem, fazendo com que a distancia d seja medida também em pizels. Por outras
palavras, ()5 ¢ a distancia média da distancias de todos os pontos usados as suas

correspondentes epipolares.
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Apresenta-se no apéndice B a informagao necessaria a utilizacdo, no MATLAB(©),

da funcao mfq.m, a qual calcula este factor de qualidade.

A.2 DMatriz homografica

Por seu lado, a qualidade de uma matriz homografica, H, definida através de um
conjunto de pontos correspondentes, (pei,Pai), ¢ = 1...n, nas imagens I, e I, foi

testada com a utilizacao da féormula seguinte

" d(py, Hp,;) + d(p.;, H 'py
- 3 o), W) a2
com @y, a qualidade da homografia, H.

Em (A.2), d é a distancia euclidiana de um ponto ao resultado da aplicagao da ho-
mografia ao seu correspondente. Os pontos usados sao dados pelas suas coordenadas
pizel na imagem, pelo que a distancia d é também medida em pizels. Q) é, assim,
a distancia média das distancias de todos os pontos usados aos pontos reprojectados
(obtidos pela aplicagao da homografia aos pontos usados).

Remete-se para o apéndice B a informagao necessaria ao modo de funcionamento,

no MATLAB(©), da funcao que calcula este factor de qualidade, mhq.m.



Apéendice B

Rotinas para MATLAB()

As rotinas de condicionamentos de dados, de qualidade da correspondéncia, de reso-
lugao de sistemas lineares (minimos quadrados), de estimagao da matriz fundamental,
de estimacao da matriz homografica de grau 2 e de eliminacao de falsas correspondén-

cias usadas na dissertagao estao disponiveis em www.isr.uc.pt/~nmartins/work.html.

B.1 Condicionamentos de dados

% HTNORM2D Normalize an input matrix of 2D points, as Hartley’s proposal. The
% matrix structure is [xl coordinate, yl coordinate; ... ;xn coordinate, yn
h coordinate] .

b

% Usage : [Ptn,Mnorm] = Htnorm2d(Pt) or Ptn=Htnorm2d(Pt)

% Input : One vector of 2D points, Pt
% Output : The normalized vector, Ptn
% : The matrix that achieve the normalization, Mnorm

% HTNORM3D Normalize an input matrix of 3D points, as Hartley’s proposal. The

% matrix structure is [xl coordinate, yl coordinate, zl coordinate; ... ;xn
% coordinate, yn coordinate, zn coordinate] .

A

% Usage : [Ptn,Mnorm] = Htnorm3d(Pt) or Ptn=Htnorm3d(Pt)

yA Input : One vector of 3D points, Pt

% Output : The normalized vector, Ptn
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h
h
b
h
h
h

h
h
h
b
h
h
h
h

IMPRANK

Froben

Usage
Input
Outpu

MFMINASI

o

Usage

input

APENDICE B. ROTINAS PARA MATLAB®

: The matrix that achieve the normalization, Mnorm

Impose the rank n to a square matrix A with rank n+l, minimizing the

ius norm, if only the determinant of matrix A is not zero.

: Ar = Imprank(A)

: The matrix with rank n+1, A

t : The matrix with rank n, Ar

Calculate the fundamental matrix and the homography between two vectors

f 2D points, using algebraic minimization without interaction.

[F,H] = Mfminasi(Pte,Ptd,e)
: Two vectors of 2D points, with at least 8 points, Pe and Pd

: The known epipole, e(ex ey)

output : The fundamental matrix, F

: The homography between the vectors of points, H

B.2 Qualidade da correspondéncia

% MFQ Calculate the quality factor of a fundamental matrix, which is the mean

h
h
h
h
h
h
h

h
h
h
h
h
h
h

distance of the sum of all distances from the points, in both sets, to its

corres

Usage
Input

pondent epipolar lines.

: Qf = Mfq(Pt1,Pt2,F)

: Two matrices of 2D points, Ptl and Pt2

: The fundamental matrix, F

Output : The quality factor, Qf

MHQ Calc

the me

ulate the quality factors of a homographic matrix (p2=Hpl). One is

an distance of the sum of all distances from the known points and

the obtained ones, in both sets. The other is the standard deviation of

the calculated distance.

Usage
Input

[Qh1,Qh2] = Mhq(Pt1,Pt2,H)
: Two matrices of 2D points, Ptl and Pt2
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h

: The homographic matrix, H

Output : The quality factors, Qhl (mean) and Qh2 (standard deviation)

B.3 Resolugao de sistemas lineares (minimos qua-

dra dos)

LSQSVD Computes the least-squares solution x of any system Ax=b (including b=0),
using SVD method. A is a (m x n) matrix, with m>=n. By itself x=Lsqsvd(A)

computes the least-squares solution x of system Ax=0.

Usage : x = Lsqsvd(A,b) or x = Lsqgsvd(A)
input : Coefficient matrix of the system, A
: Result vector of the system, b

output : Solution vector, x

EIGSOL Computes the least-squares solution x of any system Ax=b (including b=0),
using the analysis of the eigen values. A is a (m x n) matrix, with m>=n.

By itself x=Eigsol(A) computes the least-squares solution of system Ax=0.

Usage : x = Eigsol(A,b) or x = Eigsol(A)
input : Coefficient matrix of the system, A
: Result vector of the system, b

output : Solution vector, x

PSINVSVD Computes the least-squares solution x of any system Ax=b (with vector b
not null), using pseudo-inverse solution, based on the svd method. A is

a (m x n) matrix, with m>=n.

Usage : x = Psinvsvd(A,b)
input : Coefficient matrix of the system, A
: Result vector of the system, b

output : Solution vector, x

PSINVSOL Computes the least-squares solution x of any system Ax=b (with vector b
not null), using pseudo-inverse solution, based on the normal equation

method. A is a (m x n) matrix, with m>=n.
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b

% Usage : x = Psinvsol(A,b)

% input : Coefficient matrix of the system, A
h : Result vector of the system, b

% output : Solution vector, x

B.4 Estimacao da matriz fundamental

% MFMIN Calculate the fundamental matrix between two vectors of 2D points,
% for its minimum case - only 7 linearly independent equations.

b

% Usage : F = Mfmin(Pe,Pd)

% input : Two vectors of 2D points, with at least 7 points, Pe and Pd
h output : The fundamental matrix, F

b

% see HTNORM2D and MFQ

% MF8PTA Estimate the fundamental matrix between two vectors of 2D points,
% using 8-point algorithm.

h

% Usage : F = Mf8pta(Pe,Pd,type)

% Input : Two vectors of 2D points, with at least 8 points, Pte and Ptd

% : Method to execute the least square if necessary, type

yA type=0 -> svd method (default)

% type=1 -> eigen values analysis

% type=2 -> pseudo-inverse by svd method

% type=other number -> pseudo-inverse by normal equations

% Output : The fundamental matrix, F
b
% see HTNORM2D, LSQSVD, EIGSOL, PSINVSVD, PSINVSOL, IMPRANK and MFQ

% MFEST Estimate the fundamental matrix between two vectors of 2D points.
h

% Usage : F = Mfest(Pe,Pd,type)

% Input : Two vectors of 2D points, with at least 7 points, Pe and Pd

% : Method to execute the least square if necessary, type
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yA type=0 -> svd method (default)

yA type=1 -> eigen values analysis

% type=2 -> pseudo-inverse by svd method

% type=other number -> pseudo-inverse by normal equations

% Output : The fundamental matrix, F

% see HTNORM2D, MFMIN, IMPRANK and MF8PTA
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B.5 Estimacao da matriz homografica de grau 2

% MHBPTA Estimate the homographic matrix between two vectors of 2D points,

yA using 8-point algorithm.

% Usage : H = Mh8pta(Pe,Pd,type)

yA Input : Two vectors of 2D points, with at least 4 points, Pte and Ptd
% : Method to execute the least square if necessary, type

% type=0 -> svd method (default)

% type=1 -> eigen values analysis

yA type=2 -> pseudo-inverse by svd method

% type=other number -> pseudo-inverse by normal equations

% Output : The homographic matrix, H

% see HTNORM2D, LSQSVD, EIGSOL, PSINVSVD, PSINVSOL and MHQ

% MHEST Estimate the homographic matrix between two vectors of 2D points.

% Usage : H = Mhest(Pe,Pd,type)

% Input : Two vectors of 2D points, with at least 4 points, Pe and Pd

yA : Method to execute the
b type=0
A type=1
yA type=2
yA type=other number

yA Output : The homographic matrix, H

% see HTNORM2D and MH8PTA

least square if necessary, type

->

svd method (default)
eigen values analysis
pseudo-inverse by svd method

pseudo-inverse by normal equations
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B.6 Eliminacao de falsas correspondéncias

% MFRANSAC Calculate the fundamental matrix between Pte and Ptd, using

%  RANSAC method to eliminate the false matches.

h

% Usage : [F,Pea,Pda] = Mfransac(Pte,Ptd,iter,th,type);

% Input : Two vectors of 2D points, with at least 7 points, Pte and Ptd
% The number of iterations of the process, iter (by default 100)
% The threshold, th (by default 0.1)

b Output : The fundamental matrix, F

yA Two vectors of 2D points without the false matches, Pea and Pda
h

% see NUMALEAF, MFMIN and MFEST

% MHRANSAC Calculate the homographic matrix between Pte and Ptd, using

%  RANSAC method to eliminate the false matches.

b

% Usage : [H,Pea,Pda] = Mhransac(Pte,Ptd,iter,th,type);

% Input : Two vectors of 2D points, with at least 4 points, Pte and Ptd
% The number of iterations of the process, iter (by default 100)
% The threshold, th (by default 0.1)

pA Output : The homographic matrix, H

% Two vectors of 2D points without the false matches, Pea and Pda
b

% see NUMALEAH and MHEST



Apéndice C

Propriedades das matrizes

antisimétricas

- T T
Sejam os vectores tridimensionais u = | u; uy us } ev = [ vl Uy U3 } . O produto

vectorial entre estes dois vectores é dado por

0 —uz  Uo 01 UgV3 — U3V3
UAV= | ug 0 —w vy | =[ulav=| uzvy —uvs (C.1)
—Uus Uy 0 VU3 ULV2 — UV
T
SendoM = | m; my ms } , uma matriz invertivel, 3 x 3, com base na equagao (C.1), temos
(mju)(miv) — (mfu)(mjv)
(Mu) A (Mv) = | (m3u)(miv) — (mju)(miv) (C.2)
(mfu)(mfv) - (mju)(miv)

Por definicao, a adjunta da matriz, M e a matriz dos cofactores de M é
adj(M) = [cof(M)]T = det(M)M™*

Logo, através de simples cdlculos numéricos pode-se concluir que

(mgy A mg)T
cof(M) = [adj(M)]" = detM)M ™" = | (m; A m3)7T (C.3)

(m1 A 1’1’12)T
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Com base na equacao (C.1) e (C.3), sabe-se que

(mg A mg)" UgV3 — UgV2
cof M)(uAv) = | (my; Amz)T U3V — U3
(m1 A\ mg)T U1V — UV

ou de outra forma, fazendo as multiplicagoes,

(mg A my)” (mJw)(mIv) — (mu)(m]v)
(mi Amg)” | (@AV) = | (mfu)(m!v) - (m]w)(m]v) (C.4)
(m; A my)” (m7w)(mIv) — (mfu)(m'v)

Juntando as equagoes (C.2), (C.3) e (C.4) conclui-se que
(Mu) A (Mv) = det(M)M ™7 (u A v) (C.5)
Aplicando o conhecimento contido na equagao (C.1) em (C.5), esta tltima pode ser escrita como
[Mu] \Mv = det(M)M ™~ [u] v (C.6)

Eliminando o vector v de ambos os membros da equagao (C.6), e assumindo que Mu = t (ou
u = M"'t), obtém-se
[t]AM = det(M)M~L[M~t],,
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